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V. Determinacdo da posicao a partir da velocidade

1. Determinac&o da posicdo de um objeto a partir do gréafico de v(t).

J& vimos que os gréaficos de posicéao e velocidade de um objeto em fungdo do tempo estdo
relacionados. A velocidade, v, é a taxa de variacao da posicdo pelo tempo, de maneira que quando x(t) é
uma funcdo crescente, v é positivo e quando x(t) é decrescente, v é negativo. Quantitativamente,
definimos a velocidade como a inclinacao da reta tangente ao grafico de x(t) que corresponde
matematicamente a derivada da funcédo e pode ser interpretada como a velocidade média num intervalo
de tempo muito pequeno em torno do instante de interesse. Verificamos que € possivel obter formulas
para as derivadas de algumas fungdes. Enfim, dado x(t), podemos determinar v(t).

Neste texto, vamos lidar com o processo inverso, ou seja, como determinar x(t) a partir de v(t).
Veremos que quase podemos mesmo determinar a posi¢do de um objeto a partir de sua velocidade.
Acontece que, como a velocidade ndo esté ligada a posi¢do de um corpo, mas sim a variacao de
posicdo, tudo que podemos obter da velocidade é a diferenca de posicdo em relacdo a localizacdo
inicial.

Para facilitar o acompanhamento da discussao, considere o grafico da Figura 1, que representa a
posicao de um objeto, x, em funcéo do tempo, t. Podemos dividir o movimento de um objeto em n
pequenos deslocamentos sucessivos €, no grafico da Figura 1 abaixo, consideramos apenas 4
deslocamentos, entre os instantes de t; a ts marcados no eixo das abscissas; nesses instantes, o objeto
esta nas posicdes x1 a xs, conforme o grafico. Note que precisamos 5 tempos para 4 deslocamentos,
porque definimos o deslocamento por meio da relagdo

AX; = X(ti1) — x(4)
onde a letra grega A (delta maidsculo) vai ser usada frequentemente nesta disciplina e no curso todo
para significar a variagdo de uma grandeza.

Voltemos a considerar um namero n de deslocamentos, Ax1 , AXz2, ..., AXi, ... AXn , que Se
iniciaram nos instantes de tempo t1 , t2, ..., ti, ..., tn . Chamando de At; o intervalo de tempo em que
ocorreu o deslocamento Axi, podemos relacionar os deslocamentos com as velocidades por meio da
expressao

Ax; = v(t )AL, (3)

que se constitui numa aproximacao boa quando o intervalo de tempo é suficientemente pequeno para
que a velocidade seja aproximadamente constante no intervalo.
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Figura 1.Gréfico de posicdo por tempo de um corpo, em que 5 posicdes (ti,xi) estdo identificados.

Aplicando a formula (3) repetidamente, pode-se montar o seguinte conjunto de equacdes:

X(ty) — x(t) = v(ty) Aty
X(t3) — X(tp) = v(ty) Aty

X(t11) — X(t) = V(L)AL

X(tn+1) B X(tn) = V(tn)Atn :

Somando todas essas equacdes, nota-se que, na soma dos membros esquerdos, todas as posi¢oes
intermediarias entre x(tn+1) e x(t1) cancelam-se, resultando em

ou seja, o deslocamento total do corpo é, simplesmente, a soma dos produtos v(ti) Ati ao longo de todo
o intervalo de tempo. Em um gréafico de velocidade em funcdo do tempo, esse produto € interpretado
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como a “4rea” de um retangulo, de altura v(ti) e largura Ati .* A soma desses retangulos aproxima a
“area” sob a curva de v(t), que ndo pode ser obtida por medidas diretas com a régua porque, além de
considerar as escalas do gréfico, quando v(t) € negativo o deslocamento é negativo, de maneira que
teremos que subtrair a “4rea” correspondente. Finalmente, veja que ndo obtivemos a posi¢do do objeto,
mas sim x(t,41) — x(t;), ou seja, o deslocamento em relacdo a posi¢ado inicial. No fundo isso era
esperado, ja que a velocidade depende da variacdo de posicao, e ndo da posicao, de um objeto.

A expressdo acima é representada melhor usando o simbolo de somatério,

X(thi1) = X(ty) = D v(t)AY 4)
i=1

No curso de calculo sera estudado que o limite dessa expressao, quando cada um dos
deslocamentos sucessivos tende a zero, pode ser calculado exatamente. Esse valor limite é chamado de

integral, sendo simbolizado por um S distorcido, _[ . A férmula fica assim:

X(tnan) = x(02) = [, v(0) de

A integral pode ser determinada por meio de formulas analiticas, assim como fizemos com as
derivadas. Neste momento, porém, nos concentraremos na interpretacdo do deslocamento como area
sob a curva da velocidade.

2. Exemplos de célculo do deslocamento a partir da velocidade

Os exemplos a seguir estdo enunciados como exercicios, de modo a acostuma-lo com a
linguagem tipica dos exames, cheia de subentendidos.

Exemplo 1. O motorista de um 6nibus no transito urbano, parado em um farol, comeca a
acelerar em t = 10 s com aceleragio constante e igual a 2,0 m/s? até atingir 36 km/h, mantendo essa
velocidade por 15 s, quando avista o farol seguinte fechado e comeca a frear, com aceleragéo constante
e de médulo 1,0 m/s?, até parar completamente o veiculo.

a) Faca um gréfico da velocidade em funcéo do tempo.
b) Determine a distancia que o veiculo percorreu entre as duas paradas.
c) Determine o instante em que o veiculo se encontrava a 200 m do ponto de partida.

Solucéo.

(a) Embora o problema fixe a origem do tempo, ele deixa em aberto a origem da medida de
posicao. Assim, escolhemos a origem na posicao inicial do 6nibus e orientamos 0 eixo no sentido do

L E bom perceber que o fato de ambas as grandezas terem dimensdes fisicas distintas exige que o termo
“area” nao seja tomado ao pé da letra, mais ou menos repetindo a situagdo que encontramos na
definicdo da velocidade: velocidade é a inclinacdo da reta tangente ao grafico de x(t), mas ndo pode ser
confundida com a tangente do angulo dessa reta, embora ambas as grandezas possam ser interpretadas
de modo quase idéntico — veja o texto complementar 1.
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movimento do veiculo. Como ele alcangou 36 km/h = 10,0 m/s e a aceleragdo era 2,0 m/s?, o veiculo
foi acelerado durante um intervalo de tempo de 5,0 s. Por um célculo semelhante determinamos que a
freada, com aceleragdo —1,0 m/s?, durou 10 s. A Figura 2 mostra o gréfico correspondente.
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Figura 2. Gréfico do movimento descrito no Exemplo 1. O gréfico da figura da direita é igual ao
outro, mas nela estdo identificados o instante t =30 s e um instante com 30 < tf <40s

(b) O deslocamento entre as duas paradas corresponde a area sob a curva da velocidade. Desde
que a figura forma um trapézio, calculamos essa area como

15+ 30
deslocamento = — 10 = 225m

(c) O veiculo de fato passou por um ponto a 200 m do ponto de partida, porque o percurso total
foi maior que esse, conforme o célculo do item (b) acima. Ao invés de determinar a equacao horaria
para qualquer t, que sera complicada uma vez que 0 movimento tem aceleracdo variavel, determinamos
um intervalo de tempo curto em que o veiculo passa por esse ponto e escrevemos uma equacao mais
detalhada apenas para esse intervalo. O deslocamento até t = 30 s, calculado por uma forma analoga a
usada no item (b), é

15+20
2

-10=175m..

deslocamento(t=0 ate t=30s) =

Juntando com o resultado do item (b), vemos que o veiculo estd a 200 m do ponto de partida em algum
instante compreendido entret=30set=40s.

Na grafico a direita na figura 1, demarcamos com linhas tracejadas a regido do gréafico cuja area
corresponde ao deslocamento entre t = 30 s e um certo instante de tempo tf . O instante de tempo que
buscamos corresponde a tr desde que o deslocamento seja de 25 m (obtido pela diferenca entre o ponto
determinado pela questdo, 200 m, e o deslocamento até t = 30 s, 175 m). A equacdo obtida impondo
essa condicao é
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v(30) + v(t 10+10—(t; —30
bV )2 () (a9 Z(f )

que foi calculada como a da &rea de um trapézio (que agora esté deitado, a altura esta na abscissa).
Resolvendo essa equagéo do 2° grau, obtemos t = 32,9 s = 33 s, que é o instante em que o veiculo
alcancou um ponto a 200 m do ponto de partida.

(tf —30),

Exemplo 2. A figura 3 abaixo representa, aproximadamente, a velocidade de um corredor, que
se desloca ao longo de uma pista de corrida em funcéo do tempo.

v(m/s)

/ t(s)
-2 ¢ 10 20 30 40 50 60

Figura 3. Gréafico do Exemplo 2.

a) Interprete a mudanca de sinal de velocidade em t = 28 s.

b) Determine a distancia entre o ponto em que estava em t = 10 s até o ponto em que chega quando
t=40s.

c) Determine o instante em que o corredor volta ao mesmo ponto por que passou emt =10 s.

d) Determine a posicdo do corredor emt=50s, se em t = 0 sua posicdo era x = 300 m.

e) Determine o percurso total do corredor.

Solucéo.

a) A mudanca de sinal da velocidade sempre indica inversdo do sentido do movimento. Parece
que a pista de corrida é curta e ele tem que fazer um percurso de ida e volta na pista.

b) O deslocamento é a area sob a curva no intervalo mencionado pelo problema, ou usando o
simbolo matematico correspondente,

x(40) — x(10) = [ v(t)dt .

A velocidade € positiva no inicio desse intervalo, tornando-se negativa no final. Tanto a parte
positiva quanto a negativa tém a forma de trapézios (com dimenséo de tempo nas bases e de
velocidade, na altura), de maneira que calculamos
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x(40) — x(10) = 18;16 .8 — 12;“’ .8 =48 m.

Note que tanto faz subtrairmos a area do 2° trapézio como somarmos as parcelas usando um valor
negativo para a velocidade no calculo da parcela relativa ao 2° trapézio. Tudo o que temos a fazer é
evitar falar em area negativa, desde que area é uma grandeza definida positiva.

c) Queremos determinar tr de modo que a &rea sob a curva no intervalo 10 <t <tf seja nula, ou
melhor, que a area do trapézio formado pela curva entre t = 10 e t = 28 s seja igual a do trapézio
formado pela curva entre t = 28 e t = t; . Aproveitando a simetria da figura em relagdo a t = 28 s, vemos
que, escolhendo tr = 46 s, o trapézio formado pela curva entre t =28 e t = 46 s é idéntico ao formado
pela curvaentret=10 et =28 s. A resposta é, portanto,

tr =46 s.

Veja que, ndo fosse a simetria da figura, daria mais trabalho achar a resposta. Precisariamos
dividir a figura em pedacos cujas areas fossem mais faceis de calcular, como fizemos no problema
anterior.

d) De novo temos que calcular uma integral definida,

50

x(50) — x(0) = f v(t)dt -

0
28+22 22+20

5 8 — > -8=32m - x(50) =300+ 32 =332 m.

x(50) — 300 =

e) Nesse caso, vamos somente calcular a distancia que ele percorre na ida:

, 28 + 22
d(ida) = — 8 =200m
com a distancia percorrida na volta
28 + 22
d(volta) = — 8 =200m

Portanto, o corredor esté praticando a corrida dos 200 m, embora parando no ponto inicial, para fazer
um problema mais facil para este texto.

3. Integral indefinida — determinagé&o da posi¢éo do corpo por meio da primitiva
de v(t)

Quando estudamos derivadas, montamos a seguinte tabela:
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funcéo derivada condigéo
fx)y=cC ﬂ —0 C é independente de x
dx
flx) =x" ﬂ _ pyn-1 qualquer n para x>0
dx somente n inteiro para x<0
f(x) = g(x) +h(x) af _dg  dn
dx dx dx
f(x) =Cg(x) af _ c ag C é independente de x
dx  dx

Agora, entendendo a integracdo como operacao inversa da derivacgao, ou seja

[f@dx=F() & f@) =1,

podemos montar a seguinte tabela, onde F(x) é chamada de primitiva de f(x) ou antiderivada:

funcdo, f(x)

Antiderivada, F(x) = [ f(x)dx'

condicao

fx)=cC F(x) = Cx +cte C é independente de x
fx) =x" KN+l qualquer n=-1 para x>0;
F(x) = +cte o
n+1 somente n inteiro e n=-1 p/ x<0

f(x) = g(x) + h(x)

F(x) = G(x) + H(x)

G e H, integraisdegeh

f(x) = Cg(x)

F(x) = CG(x)

C é independente de x

Esta tabela é obtida a partir da anterior permutando as colunas e, eventualmente,

redefinindo as constantes que aparecem nas férmulas.

A partir da primitiva, podemos calcular qualquer integral definida, ou seja, a area (ou
menos um vezes a area) entre o grafico da funcdo e o eixo Ox num intervalo [a,b] dado, por

J, f()dx = F(b) = F(a).

Note que a constante que sempre aparece na primitiva ndo importa neste calculo, porque a
integral definida € uma diferenca da primitiva para dois valores distintos de x, ou seja, a constante é
somada e subtraida no membro direito da equagéo acima, ndo dando qualquer contribuicéo para a
integral.

Os exemplos 1 a 3 abaixo ilustram este método, usando as primitivas das poténcias inteiras de x.
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Exemplo 1. Quando temos uma funcdo do 2° grau,

y =a+bx+cx? aprimitivaé  F(x) = [(a+ bx + cx*)dx , que, usando a regra
de que a primitiva da soma é uma soma de primitivas, leva a

F(x) = [adx+ [ bxdx+ [ cx?dx.
100 -
80

60 -

f(x)

40

20 A

Usando que a primitiva de uma constante multiplicada por uma funcdo € a constante

’ 2 " 3 "
multiplicada pela primitiva da funcéo, temos F(x) = ax + C'+ b (x? +C ) . (x? +C )
Agora, reunindo as constantes todas numa s6 (afinal, a soma de constantes € uma constante),
obtemos finalmente

F(x) =ax+bxz—2+cx3—3+C

Assim, para calcular a 4rea sob a parabola y = 90 — 30x + 3x? da figura ao lado entre
x =0 e x =10, precisamos da primitiva, que é F(x) = 90x — 15x% + x3 + C,eadreaentrex=0ex =
10 é, simplesmente, A = F(10) — F(0) =90-10—15-100 + 1000 + C — C = 400, um valor que é
pouco menos da metade do retangulo de altura 90 e base 10, determinado pelos extremos da figura.

Note que poderiamos ter escolhido C = 0, porque, como estamos calculando uma
diferenca, o valor dessa constante acaba nédo entrando no célculo.

A primitiva para o polinémio do 1° grau, y = a + bx , pode ser obtida do resultado
acima, substituindo ¢ = 0 . Neste caso, porém, as figuras formadas pela curva com o eixo Ox sdo
triangulos, retangulos e trapézios, cujas areas podem ser calculadas facilmente, dispensando o uso da
primitiva.
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