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“Embora este Guia forneca um esquema para obter a incerteza de
medicOes, ele ndo substitui o pensamento critico, a honestidade intelectual
e a habilidade profissional. A avaliacdo da incerteza de medi¢des néo é
apenas um trabalho matematico, mas depende do conhecimento detalhado
da natureza do mensurando e do processo de medicdo.”

Tradugdo livre de um trecho do “Guide to
the Expression of Uncertainty in
Measurements”, International Organization
for Standardization, Geneva (1993).

O presente texto foi produzido como complemento as aulas de Laboratério Didatico de Fisica
Basica do Instituto de Fisica da USP. A primeira versdo data de 1997. A reproducdo € permitida
desde que citada a fonte. Para compatibilizar o texto com softwares estatisticos (especialmente os
on-line), optamos por usar o PONTO como separador decimal, exceto nos casos que possam gerar
confusdo. Erros, comentérios e davidas podem ser enderegcados diretamente para o autor:
tabacniks@if.usp.br.
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1. EXPRESSAO DO RESULTADO DE UMA MEDICAO

Mesmo sem vocé se dar conta, a maioria dos resultados de uma medicéo tem
uma incerteza associada. Por exemplo, ao dizer que seu peso, medido numa balanga
de banheiro, € 75kgf vocé esta provavelmente afirmando que:

74 kgf <seupeso <76 kgf

Se por outro lado, vocé tivesse dito que seu peso é 75,000 kgf, estaria afirmando ter

usado uma balanca extremamente precisa, pois

74,999kgf <seupeso <75,001kgf

Talvez essa segunda afirmacao esteja correta, mas a balanca em questdo seria uma

balanca muito especial, capaz de medir menos de 1gf.

Medir uma grandeza, o comprimento de uma barra, o peso de um objeto, a
velocidade de um carro, significa comparar a grandeza desejada com algum
instrumento de referéncia. Ao medir o comprimento da barra, pode ocorrer que seus
extremos ndo tenham sido alinhados corretamente com a fita métrica, pode ser que a
fita métrica ndo seja suficientemente rigida ou seu comprimento dependa da
temperatura, ou até mesmo que tenha sido marcada erradamente na fabrica. Todos
esses "problemas" afetam a medicdo realizada que, quando repetida, gera um

conjunto de valores que variam em torno de um valor central.

Na Tabela 1.1, mostramos os resultados de medicdes de viscosidade usando
dois instrumentos diferentes e o valor nominal, dado pelo fabricante. O valor que
segue o simbolo “+” é denominado incertezaz e expressa o intervalo de confianca
(para mais e para menos) de um desvio padrdo3, ou seja, o intervalo cuja
probabilidade de conter uma medida dessa grandeza ¢ 68%. Apesar da medida “A”

estar aparentemente mais proxima do valor nominal, sua incerteza, expressa pelo

1 Uma balanga comum, de banheiro, mede a forca peso, cuja unidade é o kilograma forca (kgf)
2 Deve-se evitar o termo erro para a incerteza. Se uma medida tem erro ele deve ser corrigido!

3 Desvio padrao é uma forma de expressar a incerteza. Sera definido na se¢éo 3.2.



intervalo de confianga ndo contém o valor nominal e indica um provavel erro de
medida, enquanto que a medida com o instrumento “B”, apesar de ter uma incerteza

maior, concorda com o valor nominal.

Tabela 1.1. Medidas de viscosidade de um liquido obtidas com
dois instrumentos diferentes e o valor nominal dado pelo

fabricante.
Instrumento Viscosidade (poise)
A 9,8+0/4
B 12,3+4,0
Valor nominal 9,3

Aproveite para observar o formato da Tabela 1.1. Uma legenda acima da tabela.
Apenas trés linhas horizontais: os titulos das colunas entre as duas primeiras linhas e
uma linha de rodapé. A unidade das grandezas pode ser colocada no titulo ou junto
as medidas. Finalmente, o valor nominal foi fornecido sem incerteza, o que deve ser

evitado.

Todo resultado de medicéo de uma grandeza € composto por:

Nome da grandeza valor medido * incerteza unidade da medida

2. ALGARISMOS SIGNIFICATIVOS

Quando o valor de uma grandeza € um ndmero muito grande ou muito
pequeno, como por exemplo o diametro da Via Lactea medido em km, ou o raio de
um atomo medido em metros, é conveniente o0 uso da notacao cientifica. Escreve-se

o valor com apenas um digito antes da virgula, seguido dos algarismos decimais

necessarios (eventualmente truncando e arredondando o valor em alguma casa

decimal) e se multiplica tudo pela poténcia de dez adequada.




O volume de um sélido: 14269513 mm?3, pode ser escrito como 1,43 x 10’
mm3, com apenas duas casas decimais e arredondando o ultimo digito “para cima”
uma vez que 1,4269 estd mais proximo de 1,43 que de 1,42. A regra de
arredondamento usada foi alterar o ultimo digito para “cima” caso o proéximo digito
seja >5, mantendo-0 no caso contrario4. Ao truncar e arredondar as casas decimais,
perdemos algo da informacao inicial, que pode ser remediado usando quantos casas
decimais forem necessarias. Ao escrever 1,4269513 x 10" mm? expressamos o valor

inicial com toda sua precisao.

Algarismos significativos sdo todos os algarismos que compdem o valor de
uma grandeza, excluindo eventuais zeros a esquerda usados para acerto de unidades.
Atencdo: ZEROS A DIREITA SAO SIGNIFICATIVOS. Na Tabela 2.1. um mesmo
valor do comprimento de uma barra foi escrito com diferente numero de algarismos
significativos. Ao expressar uma grandeza, o algarismo significativo mais a direita e
denominado duvidoso, pois é o algarismo cujo valor pode variar ligeiramente,

dependendo do processo de medicéo.

Tabela 2.1. Valor do comprimento de uma barra expresso com
diferente nimero de algarismos significativos.

Comprimento Numero de Algarismo
(mm) algarismos significativo
significativos duvidoso
57,896 5 6
5,79 x 10* 3 9
5,789600 x 10* 7 0
0,6 x 10? 1 6

4 Existem outras regras de arredondamento, mais complicadas e um pouco mais precisas, mas nenhuma ¢ exata. A regra

aqui proposta é também adotada pela maioria das calculadoras e algoritmos em computadores.



O ndmero de algarismos significativos usados para expressar o valor de uma

grandeza depende do processo de medida e do instrumento utilizado. VVeja o exemplo

na Figura 2.1.
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Figura 2.1. Qual das alternativas abaixo melhor
representa a medida do tamanho do besouro?

a) Qualquer valor entre 0 e 1 cm

b) Qualquer valorentre 1 e 2cm

¢) Qualquer valor entre 1,5 e 1,6 cm

d) Qualquer valor entre 1,52 e 1,58 cm
e) Qualquer valor entre 1,546 e 1,547 cm

Voceé acertou se optou pela alternativa d). No resultado de uma medicéo, o algarismo

mais a direita é sempre o duvidoso (o algarismo duvidoso é também um algarismo

significativo.). Resumindo: Qualquer medida deve incluir além dos digitos exatos

(1,5 nesse caso) uma estimativa do digito duvidoso. Uma vez que a régua foi marcada

em milimetros vocé deve estimar o comprimento fracionario (em décimos de mm)

que melhor expressa a medida. VVocé pode néo saber ao certo se o valor € 1,53, 1,55

ou mesmo 1,56. Essa é a expressdo da sua incerteza e por isso o ultimo digito é

duvidoso.

S6 para confirmar: Qual o didmetro da moeda na Figura 2.2?
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Figura 2.2. Qual o didmetro da moeda?

a) Qualquer valorentre 2 e 3 cm

b) Qualquer valor entre 2,6 e 2,7 cm

¢) Qualquer valor entre 2,60 e 2,63 cm
d) Qualquer valor entre 2,600 e 2,632 cm

Na Figura 2.2., a metade da menor divisdo da régua é também uma estimativa da

incerteza da medida (que inclui a incerteza de calibracéo da régua).



Assim, o didmetro da moeda deve ser expresso como:
D=2,62+0,05 cm
ou, se voceé preferir
D=2,61+0,05 cm

0 Ultimo digito € o duvidoso.

Algarismos significativos sdo todos os algarismos que compem o valor de uma
grandeza, excluindo zeros a esquerda usados para acerto de unidades. Zeros a direita
sdo digitos significativos. O ultimo digito a direita é o duvidoso.

2.1. Expressao da Incerteza.

Voltemos ao exemplo da Figura 2.2. Quando escrevemos D = 2,62 = 0,05 cm,
estamos afirmando que o valor medido esta entre 2,57 e 2,67 cm. Observe que s
podemos calcular o intervalo de confianca se alinharmos as casas decimais. Na Figura

2.4 ¢ facil perceber que ndo é possivel operar valores indefinidos.

2,62 2,62 2,6 2,624
+0,05 - 0,05 + 0,05 + 0,05
2,67 2,57 2,67 2,677

Figura 2.3. Calculando o intervalo de Figura 2.4. Nao é possivel operar
confianca. O valor medido esta entre valores indefinidos.
2,57 e 2,67 cm.

Quando expressamos o valor e a incerteza de uma grandeza, 0 nUmero de casas
decimais do valor e da incerteza associada devem ser iguais. Ndo confunda nimero
de casas decimais com namero de algarismos significativos. O valor de D (2,62 cm)
tem 3 algarismos significativos, enquanto que sua incerteza (0,05 cm) tem apenas 1

algarismo significativo. Ambos tém duas casas decimais.




2.1.1. Aincerteza da incerteza

Resta saber com quantos algarismos significativos devemos expressar a
incerteza de uma medida. O que estamos perguntando é qual a incerteza da incerteza
de uma medida. A resposta € um pouco complicada. Aqui daremos apenas o resultado
final. Queremos saber o desvio padrdo do desvio padrdo de uma medida que
denominamos s(s(m)). Nao se preocupe com o formalismo por enquanto. Importante
é o resultado descrito na Tabela 2.3. apresentado por Helene e Vanin (1981). Para N

medidas de uma mesma grandeza, o desvio padrao do desvio padréo vale:

s(s(m)) = ——— 21
J2(N-1) (2.1)

onde s € a incerteza associada, ou seja 0 desvio padrdo das medidas (veja definicdo
em 3.2). A Tabela 1.3. resume a incerteza relativa do desvio padréo usando a Eq. 1.1.
para alguns valores de N.

Tabela 2.3. Incerteza relativa da incerteza
em funcdo do nimero de medidas, N.

N s(s(m))/s
3 0,5
5 0,4
10 0,2
30 0,1

Na Tabela 2.3. vimos que a incerteza da incerteza de 3 ou 5 medidas € da ordem de
50%. Apenas quando temos mais de 30 medidas, a incerteza da incerteza € menor
que 10%. Ora, uma incerteza de 50% significa que se s = 1, o intervalo de confianga
vale {0,5; 1,5}. No outro extremo, se s =8, o intervalo de confianca é dado por
{4 ; 12}. Resumindo: em nossos trabalhos de laboratdrio, onde usamos tipicamente
5 medidas de uma mesma grandeza para obter uma media, de nada adianta escrever
a incerteza com dois algarimos significativos, pois a incerteza ja é incerta em 50%.

Apenas quando trabalhamos com médias de mais de 30 medidas podemos justificar



usar dois algarismos significativos para expressar a incerteza. Para N ~ 30 por
exemplo 18 <s=20 < 22, ou 72 <s=80 < 88.

Para expressar o resultado de uma medida (N<10):
1) Usar 0 mesmo numero de casas decimais na medida e na sua incerteza;

2) Expressar a incerteza com apenas UM algarismo significativo, aplicando as regras

de arredondamento convencionais.

A regra de "1 algarismo significativo™ para a expressao da incerteza serd adotada
para simplificar seu primeiro contato com a teria de erros e incertezas. Existem regras
mais elaboradas que deverdo ser usadas quando a incerteza é obtida com mais

preciséo.

2.2. Observacdes sobre algarismos significativos na incerteza

2.2.1. Usar um ou dois algarismos significativos na incerteza

Usar apenas um algarismo significativo na incerteza pode gerar erros de
propagacdo ao combinar ou recalcular suas medidas. Segundo (Vuolo 1992), se o
primeiro digito da incerteza for 1 ou 2 devemos usar 2 algarismos significativos.
Quando o primeiro digito for >2, podemos usar apenas um algarismo significativo
para expressar a incerteza de uma medic¢do. Uma regra usual para medidas precisas,
quando a incerteza do desvio padrdo for pequena, € usar dois algarismos
significativos. Outro formato, encontrado com frequéncia crescente, € expressar as

incertezas tipo A e tipo B explicitamente, na forma X £ S, £ Se.




2.2.2. Instrumentos digitais

Num instrumento digital, um circuito interno realiza uma
medida analogica que é amostrada por um certo periodo de

tempo e convertida para um valor digital, que por sua vez

_ o expressa o valor meédio no periodo amostrado. A precisdo
Figura 2.5. Um medidor digital

da medida depende do sensor analdgico, do conversor
analogico-digital e do tempo de amostragem. No manual do instrumento, a incerteza
pode estar expressa da seguinte forma: [0,2% leitura + 1D]. Isso significa que a
incerteza da medida vale 0,2% da leitura + 1 no Gltimo digito. No caso da medida
ilustrada na Figura 2.5 teremos: 0,2% de 12,3 + 0,1 = 0,024 + 0,1 = 0,1. Concluindo,

a medida com sua incerteza sera expressa como 12,3 £ 0,1.

Sem saber a precisdo de um instrumento digital, ndo resta alternativa sendo
supor uma incerteza nominal de £ 1 no ultimo digito (alias, € o resultado obtido
acima). Assim, sem consultar o manual, a medida do instrumento na Figura 2.5 vale
(12,3 £ 0,1). Apesar do primeiro digito da incerteza ser “1”, ndo podemos expressar
a incerteza com 2 algarismos significativos e escrever (12,3 £0,10). O digito
duvidoso é um digito ndo mostrado a direita do "3", que foi escondido pelo fabricante
porque flutua no limite de precisdo do instrumento. Poderiamos entdo supor que a
incerteza do instrumento fosse + 0,05, mas a expressao da medida ficaria novamente
sem sentido (12,3 +0,05). Podemos tentar inventar um zero a direita e escrever
(12,30 £ 0,05) ou, alternativamente, escrever (12,35 + 0,05) onde supomos que "5"
seria o digito escondido mais provavel entre 0 e 9. Nada disso faz sentido. Uma vez
que o digito duvidoso foi escondido pelo fabricante, as regras para expressar a

incerteza da medida ndo podem ser aplicadas.

2.3. Erro e incerteza

Os termos “erro” e “incerteza” nao sao sindnimos. Representam conceitos

muito diferentes que ndo devem ser confundidos.



Erro: O erro é a diferenca entre o valor medido e o valor verdadeiro de uma medida.
Em geral ndo é conhecido porque o valor verdadeiro ndo € conhecido. O erro de uma
medida decorre de imperfeicdes do instrumento e do processo de medida. O erro
costuma ser classificado em dois componentes: erro aleatério (ou tipo A) e erro
sistematico (ou tipo B). O erro aleatorio tem origem em variacdes imprevisiveis no
processo de medida. O erro aleatério pode ser reduzido, aumentando o nimero de
observacdes. O erro sistematico, tipo B, em geral ndo pode ser determinado atraves

de procedimentos estatisticos. Caso seja identificado, deve ser corrigido.

Incerteza: E uma estimativa do erro. E um valor, que associado ao resultado de uma
medicao, caracteriza a dispersdo dos valores medidos. Em geral define um intervalo
de confianca em torno da medida (ou da média) que, com alguma probabilidade,

contém o valor verdadeiro.

3. ESTATISTICASs

Sé&o procedimentos matematicos para estimar a grandeza buscada e a incerteza

associada, em geral realizados em condicgdes de repetitividade:

3.1. Média

A média aritmética é a melhor estimativa central de um conjunto de medicGes.

E o valor mais provavel da grandeza medida:

Média de N medidas de m=—3 x
uma grandeza, X N Z i (3.1)

5 As distribuigdes de probabilidades foram supostas gaussianas.



OCTAVES Sugerimos usar o OCTAVE em seus calculos.
Use o ponto como separador decimal.

X =[x1, x2, X3, ...] Define o vetor com suas medidas
mean(X) Calcula a média do vetor X

Excel (portugués) =MEDIA(num1, [num2], ...)
OpenOffice Calc =AVERAGE (num 1; [num 2]; ...)

Na Tabela 3.1. estdo 40 medidas do tempo de queda de um corpo medidos com

um crondmetro com precisdo nominal de 0,01 s :

Tabela 3.1. Tempos de queda’ de um corpo, () usando um crondmetro com precisdo nominal de
0.01s.

10.37 8.03 1409 1165 6.8/ 6.90 10.26 11.00 13.59 1148
1135 1024 820 1029 993 767 978 1398 9.89 11.66
1056 6.78 10.13 1205 9.72 828 854 9./8 1249 587
6.02 1153 921 1363 1056 1215 990 579 1322 9.28

O valor mais provavel do tempo de queda do corpo € dado pela média:

_ 1
t=— > t=10,07 s
G Zt-1007s,

Para calcular a incerteza, graficamos as medidas em ordem de registro, na Figura 3.1.
A dispersdo das medidas em torno da média (linha vermelha tracejada) € evidente.

6 OCTAVE E um software GNU livre e uma linguagem de programacéo de alto nivel, para computagio numérica.

Pode ser instalado em seu computador ou utilizado on line: https://octave-online.net/

7 Usamos o ponto como separador decimal para maior compatibilidade com softwares internacionais.
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Figura 3.1. 40 medidas do tempo de queda de um corpo. A linha vermelha tracejada mostra a
média das medidas.

3.2. Desvio Padrao

Uma tentativa para medir a dispersdo em torno da média poderia ser calcular a

soma das distancias dos pontos até a média, m, como indicado na Figura 3.1:

Dispersdo linear média: D= %Z(Xi —m) (3.2)

Infelizmente o resultado € nulo! (demonstre isso). A razdo é simples: uma

média que se preze deve estar equidistante dos pontos.

A dispersdo das medidas em torno do valor verdadeiro, denominada desvio
padrdo, é dada pela raiz quadrada da média das distancias quadréaticas. Para um
conjunto finito, com N medidas e média m, a estimativa do desvio padréo, indicada

por s, é dada por:

Estimativa do desvio padrao 1 & ( )2
s= |—— > (x. —m
de N medidas (amostra) N _12 ' (3.3)

i=1

O desvio padrdo, o, é a medida da incerteza de infinitas medidas (coisa
impossivel). No calculo da estimativa do desvio padrdo de N medidas, a soma foi
normalizada para N-1 medidas. A inclusdo da média na somatéria Eq. 3.3 remove

um grau de liberdade do conjunto (com a inclusdo da média no somatorio basta saber



N-1 medidas, pois a enesima medida pode ser calculada usando a média) temos

portanto apenas N-1 valores independentes.

OCTAVE
X =[x1, x2, X3, ...]
std(X)

Define o vetor com suas medidas
Calcula o desvio padréo do vetor X

Excel (portugués)

=DESVPAD(numl;[num2];...)

OpenOffice Calc

=STDEV(num1;[num2];...)

st =2.25

sy= 2 segundos. Estatisticamente, 0

A estimativa do desvio padrdo dos tempos de queda do corpo:
segundos. Com um algarismo significativo
desvio padrao define o intervalo em torno da média que contém 68,3% das medidas.
Podemos escrever o intervalo de confianga que contém 68,3% das medidas de tempo
como t=10 % 2 segundos. No gréafico da Figura 3.2, temos 25/40 = 63% medidas

entre £ 1 desvio padrao, valor préximo do esperado de 68%.

16 ¢

tempo (s)
=
o

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39

medida

Figura 3.2. 40 medidas do tempo de queda de um corpo. A linha vermelha tracejada mostra a média
das medidas. A faixa definida pelas linhas pontilhadas é o intervalo de confianca de 1 desvio padrao.

Se fizermos outro conjunto de 40 medidas, cerca de 27 delas estardo no

intervalo t =10+ 2 s e cerca de 13 medidas estardo fora desse intervalo. Nao ha
como melhorar esse resultado. A dispersdao das medidas é parte do processo de

medida.



Ha uma outra forma de interpretar esse resultado: dada uma medida x, e seu
desvio padrdo s, o intervalo x + s tem probabilidade de 68,3% de conter o valor

verdadeiro (supondo que ndo haja erros sistematicos). Assim, devemos expressar 0
resultado da segunda medida de tempo mostrada na Tabela 3.1, como: t, =8+2

segundos. Note que tivemos que fazer varias medidas para determinar o desvio

padrdo de uma Unica medida.

3.3. Desvio Padréo da Méedia

Afirmamos anteriormente que a média € a melhor estimativa central de um
conjunto de medi¢des. No limite de infinitas medidas e na auséncia de erros
sistematicos, a média tende ao valor verdadeiro. Uma média deve ser mais precisa
que cada medida individual. Na Figura 3.3 graficamos 40 médias de 40 medidas do
tempo de queda de um corpo onde fica evidente que as médias de 40 medidas séo

mais precisas que medidas simples mostradas na Figura 3.2.
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Figura 3.3. 40 médias de 40 medidas do tempo de queda de um corpo.

O desvio padrdo das 40 médias de 40 medidas na Figura 3.3 vale s, =0,3s

escrito com 1 algarismo significativo. Em analogia ao item 3.2, podemos escrever
para uma média m e desvio padrdo de media Sy, O intervalo m*s, com
probabilidade de 68,3% de conter o valor verdadeiro (mais uma vez supondo que
ndo haja erros sistematicos). Assim, podemos expressar a média do conjunto de

medicodes: f,, =10,0+0,3 segundos. Fizemos 40 medidas para determinar o desvio



padrdo e aproveitamos para calcular uma média mais precisa que cada medida
individual. Na Figura 3.3 vimos que o intervalo de confianca da média &€ menor que
0 de uma unica medida. Isso permitiu escrever a média de 40 tempos de queda com
3 algarismos significativos. Importante: ao publicar uma média é imprescindivel
publicar também o nimero de medidas, N, caso contrario é impossivel comparar dois

processos de medida com diferente nimero de medicdes.

Revisando: Usando um crondmetro com precisao nominal de 0,01 segundos fizemos
as medidas de tempo mostradas na Tabela 3.1 com 2 casas decimais. Desconfiamos
gue nossa medida néo era assim tdo precisa e fizemos 40 medidas para determinar o

desvio padrdo das medidas s = 2 segundos. Escrevemos o intervalo de confianga das
medidas de tempo t, £2 segundos. Uma vez que fizemos 40 medidas para
determinar o desvio padrdo e na esperanca de obter um resultado mais preciso,
calculamos a média das 40 medidas de tempo: t,, =10,0 s. Para determinar o desvio

padrdo da média fizemos mais 39 médias de 40 medidas e obtivemos: s, = 0,3

segundos. Calculamos o desvio padrdo das 40 médias com o qual escrevemos o

intervalo de confianca da média e respectivo desvio padrdo da média, t,, =10,0+£0,3

segundos.
Sera que existe um método menos trabalhoso para calcular o desvio padrao da
média? Podemos provar que se 0 desvio padrdo de uma medida vale s, o desvio

padréo da media de N medidas é dado por:

S
Desvio padrédo da media de N medidas Smn = /N (3.4)

No nosso caso s =2 segundos. O desvio padrdo da média de 40 medidas

deveria ser sy = 2/440 = 2/6,3 = 0,3 segundos. Exatamente o valor calculado na




Figura 3.3. Um procedimento muito mais simples que fazer N médias e calcular seu

desvio padréo.

E comum encontrar a afirmagio que fazemos muitas medidas para melhorar
um resultado. Isso é parcialmente verdadeiro. A incerteza de um processo de medida

€ uma caracteristica do processo e do instrumento usado expressos pelo desvio padréo

e independe do niimero de medidas. E verdade que ao realizar muitas medidas pode-
se obter um valor médio mais proximo do valor mais provavel, uma vez que o desvio
padrdo da média (que expressa a incerteza da média) varia com 1/vn. Entretanto, n4o
€ comum usar essa abordagem num laboratorio. Na prética, quando se deseja uma
medida com incerteza menor, procura-se um procedimento ou um instrumento

melhor (um micrémetro no lugar de um paquimetro, por exemplo). A principal razéo

para repetir uma medida varias vezes é estimar o desvio padrao.

OCTAVE

X =[x1, x2, X3, ...] define o vetor com as N medidas

std(X)/sqrt(N) calcula o desvio padrdo dividido pela
raiz quadrada de N

Excel (portugués) =DESVPAD(n1, n2, ...)/RAIZ(N)

OppenOffice Calc =STDEV(n1, n2...)/SQRT(N)

O resultado acima parece indicar que ao realizar infinitas medidas, o desvio
padrdo da média tende a zero, 0 que intuitivamente parece ser impossivel. Num
contador digital podemos reduzir a incerteza tomando muitas contagens: a incerteza

de medidas utilizando contadores digitais, cuja distribuicdo € expressa pela
distribuico de Poisson, vale Sy =+ N | de onde se conclui que a incerteza relativa

é dada por Sy/N =1/\/N. Pela equacdo parece ser possivel reduzir a incerteza

relativa tanto quanto se queira, bastando aumentar o N. Na pratica isso ndo é possivel,



pois as incertezas dos instrumentos devem ser consideradas e combinadas com a

incerteza estatistica da medida, conforme mostrado adiante, na Eq. 4.1.

Para combinar a incerteza estatistica com a do instrumento realizamos uma
soma em quadratura e definimos a incerteza combinada. A soma em quadratura das

incertezas esta justificada mais adiante, no item 4.2.

2 2 2
Incerteza combinada Scomb — O-instrum + Smédia (4.1)

onde Smédia € 0 desvio padrdo da média, e Ginstrum € a incerteza padrdo do

instrumento.

4. PROPAGACAO DE ERROS E INCERTEZAS

4.1. Introducéo

Em nosso exemplo anterior usamos um crondmetro com precisdo de 0,01
segundos para medir o tempo de queda de um corpo. Concluimos que a incerteza
estatistica do nosso processo de medida era s =2 segundos e, apds 40 medidas

escrevemos que o tempo mais provavel e respectiva incerteza combinada, vale:
Valor mais provavel de 40 medidas : t,, =10,0£0,3 sequndos

Usamos um crondmetro bastante preciso (oeron = 0,01 ) para obter uma média
menos precisa (Sm =0,35).

A incerteza combinada expressa o seu resultado final. A _Eq. 4.1 supde que a
incerteza do crondmetro e das medidas sdo independentes, 0 que geralmente € o caso.
Casos mais complicados e a justificativa da Eq. 4.1 podem ser encontrados no Guia
do Inmetro (GUM, 2008).




OCTAVE

X =[x1, x2, X3, ...] Define o vetor com suas medidas

N =40 Define o nimero de medidas (40 por
exemplo)

stdm= std(X)/sqrt(N) Define stdm (desvio padrdo da média)

s_instr =0.01 define a incerteza do instrumento (0.01
no caso)

scomb=sqrt(stdm”2+(s_instr)"2) Calcula o desvio padrdo combinado da
média.

Excel (portugués) =RAIZ(stdm”2 + (s_instr)"2)

OpenOffice Calc =SQRT(stdm”2 + (s_instr)"2)

No caso discutido 2, = (0,02, +(0,3)2 resulta em Scom» = 0,3 segundos.

Isso mostra que a incerteza do crondbmetro ndo afetou nosso tempo médio de 40

medidas, o que é bom. Se o cronémetro usado fosse de pior qualidade, com meio
segundo de precisdo, s2 . =(05)%. +(0,3)% terfamos, Scom = 0,6 segundos. A baixa
precisdo do crondmetro pouco afetou as medidas individuais com desvio padrédo

s = 2 segundos, mas fazer 40 medidas para obter um resultado melhor foi de pouca
utilidade

A incerteza expressa a qualidade (e o preco) do instrumento de medida e sua
calibracdo. Na fébrica sdo produzidos milhares de cronémetros, em média todos
iguais. Mas no varejo, ao comparar diferentes crondmetros, um indica um valor um
pouco maior, outro um pouco menor. A incerteza combinada permite comparar
medidas feitas com crondmetros diferentes levando em conta a incerteza de
calibracdo. Em geral (mas ndo necessariamente) a incerteza expressa pelo
instrumento e o desvio padrdo de calibracdo sdo semelhantes. Seria um desperdicio
se assim ndo fosse. (Quem compraria um aparelho muito preciso e caro mal
calibrado? Por que calibrar cuidadosamente um aparelho pouco preciso?). O desvio
padrédo da calibracdo de um instrumento de medida costuma ser da mesma ordem que

sua incerteza nominal (indicada na escala).



O formalismo da incerteza combinada tambéem pode ser usado para tratar erros
sistematicos reconhecidos. Aqui vale uma nota de precaucdo. Erros sistematicos
devem ser identificados e eliminados. Sua inclusdo no célculo da incerteza

combinada pode ser feito como Gltimo recurso.

4.2. Propagacéao de Incertezas: regra geral

E comum usar o resultado de uma medicdo para derivar outra grandeza. Por
exemplo, medimos o didmetro de um circulo para saber sua area. Sabemos a incerteza
da medida e desejamos saber a incerteza da grandeza derivada. Queremos propagar

a incerteza.

O problema pode ser posto assim: dada uma fungcdo W = W(x, y, z) onde X, Y,
z s80 grandezas experimentais com incertezas dadas por oy, oy, oz € independentes
entre si, quanto vale ow ? A independéncia entre oy, oy, o7 € necessaria para a

validade das formulas a seguir e ndo sera discutida por enquanto. Na Figura 4.1., 0
problema estd numa forma grafica, com W apenas funcdo de x. A linha cheia

representa a funcéo W(x).

X; X

Figura 4.1. Propagando a incerteza em x para w(Xx).

A incerteza de W, pode ser obtida pela projecao da incerteza de x. Para pequenos oy,

temos em primeira ordem:



_|owW
OX

Ow Ox (4.2)

Supondo variaveis independentes entre si (LI), podemos escrever uma férmula geral

(visualize uma soma de catetos em n dimensdes):

Formula geral

2 2 2
para propagar 2 [ OW , [ OW , [ OW .
incertezas ndo Ow _( ﬁx_j Oy +(— o,+|—| o, +.. (43)

correlacionadas.

4.2.1. Exemplol: Adigéo
Determinar o comprimento do segmento soma e sua incerteza:
b=8,0+0,5cm
I -+

a=12+2cm
L=a+b | |
:

A incerteza do segmento soma pode ser calculada aplicando a Eq. 4.3:

2 2
o2 =| 25 52 4[ 2L 52
“loa) * lob) P

= 1.(7; +1.Gb2
ol =2°+05
o, =2,06
L=(20%2)cm




Exemplo 2: Subtracao
Calcular o comprimento do segmento diferenca e sua incerteza:

2 2
ot =[ L) o2+ L) o
oa ob
= loi+lo]
ol =22+22=8
o, =28

L=(4+3)cm

Na soma, a grandeza e a incerteza aumentaram, mas na diferenca de duas
grandezas experimentais, apesar do resultado ser menor em mddulo, a incerteza final

€ maior que a das partes.

Resumo para soma 2 2 2 2
5 Oy =0, +0, t0, +... (4.4)
ou subtracéo y

Esse resultado justifica em parte a definicdo da incerteza combinada na Eq. 4.1. Todo
instrumento de medida tem alguma incerteza associada. Mesmo que esteja

"perfeitamente calibrado”, ou seja, tenha desvio sistematico nulo, o instrumento

adiciona "uma incerteza" a sua medida: £=0%0;,,,. Essa incerteza, deve ser

combinada em quadratura com a incerteza experimental.



4.2.2. Exemplo 3: Multiplicacéao
Para calcular a incerteza no volume do cilindro aplicamos a Eq. 4.3:

2 2 2
: (VY o (VY o (VY
® V =zrh UV‘(MJ J”J{ﬁrjarJ{é’h i

r=20%04cm = (r*h)?o? + (z2rh)2c? + (R?)o}
h h=10,0£0,5cm

dividindo por V?

\_/ [ (r*h)’o? + (w2rh)’c’ + (zr’)o!
V2 (7 r*h)?

GRBRGEG)

Resolvendo cada um dos termos acima:

o 0,4 Ny A 0,5
o (5w (5 Ees o

Somando (i), (ii) e (iii) em quadratura: % =J0? +0,4% + 0,052 =/0,1625 = 0,40

portanto: o, = (7 r*h)-0,40=1257-0,40 =50

Finalmente, ajustando a notacéo, os significativos e as casas decimais:

V =(1,3+0,5)x10° cm®

Os resultados acima sd@o mais gerais do que parece a primeira vista. Para as

quatro operacdes, podem ser resumidos como segue:



Na soma ou na subtracéo, a incerteza

absoluta do resultado € a raiz quadrada

de soma em quadratura das incertezas Jvf, = Gf + 65 “r 022 1 oo
absolutas.

Na multiplicacdo ou na divisdo, a ) ) 2 )
incerteza relativa do resultado é dada (G_wj :(ﬂ) {ﬂ} J{&j o
pela raiz quadrada da soma em

guadratura das incertezas relativas.

Uma regra pratica pode ser obtida notando que o resultado de propagacéo de
incertezas nédo precisa ser feito com precisdo numérica maior que cerca de 10% pois
apenas quando operamos médias de mais de 30 medidas a incerteza da incerteza €
menor que 10% (veja Tabela 2.3). Uma vez que (1/3)? ~ 1/10, qualquer termo menor
que 1/3 do maior termo na soma em quadratura € da ordem da incerteza da incerteza.
Ele pouco contribui no resultado final e pode ser desprezado.

Tome o exemplo 4.2.1., a soma de dois segmentos: calculamos o resultado de

ol =2°+0,5° =4,25. Dado que 0.5% << 22, ou seja, se desprezarmos o termo menor,

0 resultado seria o7 =4,0, que arredondado para um significativo resulta o, =2cm,
0 mesmo obtido anteriormente.

No Quadro 4.1, a seguir, estdo resumidos 0s principais casos de propagacéo de
incertezas. Em particular vale destacar a formula para multiplicacdo por constante:

Wza(Xi‘GX) temos GWZ‘a‘O'X_ E, (JV—W:%

ou seja, a multiplicacdo por constante nédo altera a incerteza relativa.

OCTAVE Calcular o produto

W = 2.(44+4).(555+5)
X=44 define o valor de x
sx=4 define a incerteza sx
y =555 define o valor de y
sy=5 define a incerteza sy




W = 2*x*y calcula o produto

SW2=(SX/X)"2+(syly)"2 calcula a soma quadratica das incertezas
relativas

sW = W*sqrt(sw2) calcula a incerteza absoluta sW

Excel ou OppenOffice Calc =(sx/x)"2+(syly)"2

No OCTAVE a seta para cima na linha de comando permite definir, editar e
rever um lote de comandos. Para abrir uma linha nova use "shift" ENTER. No
OCTAVE tambem é possivel fazer operagbes com matrizes e vetores. Veja 0

exemplo abaixo em que queremos calcular o tempo de varios deslocamentos em

queda livre: t= 2d
g
OCTAVE
D=[d1, d2, d3...] define o vetor D com os valores d1, d2...
g=9.7864 define g
T=sqrt(2*D/qg) Calcula o vetor T com os tempos t1, t2...

Existem varios aplicativos para celular (e tablet) que calculam uma estatistica
descritiva de um conjunto de dados. Veja sua “loja de aplicativos”. Em particular,

destacamos uma calculadora que propaga incertezas: “calcPM”.

Um site Gtil para propagar incertezas numa funcgédo qualquer:

http://www.colby.edu/chemistry/PChem/scripts/error.html.

Recomendamos sempre testar um programa ou “site”’ com algum resultado

conhecido. Evita surpresas.


http://www.colby.edu/chemistry/PChem/scripts/error.html

Quadro 4.1. Principais Formulas para Propagacdo de Incertezas

W =W ((xto,),(y+o,),(2%0,)..)
a, b,p, g constantes

Expressdes para o,

W=x+Yy W=x-y

soma ou subtracdo

W =axy

multiplicagéo

e

diviséo
W =x" O | _ | %
poténcia simples \N X
W =ax O,
- ==X ou o, =|alo,
multiplicac&o por constante W X
W =ax+Db o,
==X ou o, =|alo,
W X

W =ax’y"

) %))

W = asen(bx)

oy =[abcos(bx)lo, X e o, emradianos

W =W((x£o,).(yto,).(z0,)..)

funcéo qualquer
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