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PME 3100 – MECÂNICA I – Prova 2 – 14 de Dezembro de 2021 
Duração da Prova: 140 minutos (Início: 15:40 – Término: 18:00) 

 

Questão 1 (3,0 pontos). O sistema mostrado na figura é composto pela barra 𝑂𝐴, de 

comprimento 𝐿, e por um disco de centro 𝐴 e raio 𝑅. No instante considerado, a barra 

𝑂𝐴 gira ao redor do ponto 𝑂 com vetor de rotação 𝛀⃗⃗ 2 = Ω2k⃗ , constante, e o disco gira 

ao redor do eixo 𝑂𝐴 com vetor de rotação 𝛀⃗⃗ 1 = Ω1i , constante. Neste mesmo instante, 

o sistema desloca-se ao longo da guia fixa 𝐵𝐶, com a velocidade 𝑉 indicada na figura, 

constante. Considere que o sistema de referência móvel 𝑂𝑥𝑦𝑧 é solidário à barra 𝑂𝐴 e 

que 𝑃 é um ponto da periferia do disco, com coordenadas (𝐿, 𝑅, 0). Nestas condições, e 

para o instante considerado, calcule e escreva suas respostas nos campos abaixo 

utilizando o sistema de coordenadas 𝑂𝑥𝑦𝑧. 

(a) A velocidade relativa do ponto 𝑃.  (0,25 ponto) 

(b) A velocidade de arrastamento do ponto 𝑃.  (0,5 ponto) 

(c) A aceleração relativa do ponto 𝑃.  (0,25 ponto) 

(d) A aceleração de arrastamento do ponto 𝑃.  (0,5 ponto) 

(e) A aceleração de Coriolis do ponto 𝑃.  (0,5 ponto) 

(f) O vetor de rotação absoluta do disco.  (0,5 ponto) 

(g) O vetor aceleração rotacional absoluta do disco.  (0,5 ponto) 

 

RESOLUÇÃO 

Movimento relativo: do disco 

𝒗⃗⃗ 𝐴𝑟𝑒𝑙
= 𝟎⃗⃗  

𝒗⃗⃗ 𝑃𝑟𝑒𝑙
= 𝒗⃗⃗ 𝐴𝑟𝑒𝑙

+ 𝛀⃗⃗ 1 ∧ (𝑃 − 𝐴) = Ω1i ∧ 𝑅j    ⇒    𝒗⃗⃗ 𝑃𝑟𝑒𝑙
= Ω1𝑅k⃗  

 

𝒂⃗⃗ 𝐴𝑟𝑒𝑙
= 𝟎⃗⃗  

𝒂⃗⃗ 𝑃𝑟𝑒𝑙
= 𝒂⃗⃗ 𝐴𝑟𝑒𝑙

+ 𝛀⃗⃗ ̇1 ∧ (𝑃 − 𝐴) + 𝛀⃗⃗ 1 ∧ [𝛀⃗⃗ 1 ∧ (𝑃 − 𝐴)] = Ω1i ∧ Ω1𝑅k⃗    ⇒    𝒂⃗⃗ 𝑃𝑟𝑒𝑙
= −Ω1

2𝑅j  

 

Movimento de arrastamento: da barra e movimento ao longo da guia BC 

𝒗⃗⃗ 𝑂𝑎𝑟𝑟
= −𝑉𝑠𝑒𝑛𝜃i − 𝑉𝑐𝑜𝑠𝜃j  

 

𝒗⃗⃗ 𝐴𝑎𝑟𝑟
= 𝒗⃗⃗ 𝑂𝑎𝑟𝑟

+ 𝛀⃗⃗ 2 ∧ (𝐴 − 𝑂) = −𝑉𝑠𝑒𝑛𝜃i − 𝑉𝑐𝑜𝑠𝜃j + Ω2k⃗ ∧ 𝐿i    ⇒    𝒗⃗⃗ 𝐴𝑎𝑟𝑟
= −𝑉𝑠𝑒𝑛𝜃i + (Ω2𝐿 − 𝑉𝑐𝑜𝑠𝜃)j  

𝒗⃗⃗ 𝑃𝑎𝑟𝑟
= 𝒗⃗⃗ 𝑂𝑎𝑟𝑟

+ 𝛀⃗⃗ 2 ∧ (𝑃 − 𝑂) = −𝑉𝑠𝑒𝑛𝜃i − 𝑉𝑐𝑜𝑠𝜃j + Ω2k⃗ ∧ (𝐿i + 𝑅j )    ⇒    𝒗⃗⃗ 𝑃𝑎𝑟𝑟
= −(𝑉𝑠𝑒𝑛𝜃 + Ω2𝑅)i + (Ω2𝐿 − 𝑉𝑐𝑜𝑠𝜃)j  

 

𝒂⃗⃗ 𝐴𝑎𝑟𝑟
= 𝒂⃗⃗ 𝑂𝑎𝑟𝑟

+ 𝛀⃗⃗ ̇2 ∧ (𝐴 − 𝑂) + 𝛀⃗⃗ 2 ∧ [𝛀⃗⃗ 2 ∧ (𝐴 − 𝑂)] = Ω2k⃗ ∧ Ω2𝐿j    ⇒    𝒂⃗⃗ 𝐴𝑎𝑟𝑟
= −Ω2

2𝐿i  

𝒂⃗⃗ 𝑃𝑎𝑟𝑟
= 𝒂⃗⃗ 𝑂𝑎𝑟𝑟

+ 𝛀⃗⃗ ̇2 ∧ (𝑃 − 𝑂) + 𝛀⃗⃗ 2 ∧ [𝛀⃗⃗ 2 ∧ (𝑃 − 𝑂)] = Ω2k⃗ ∧ (Ω2𝐿j − Ω2𝑅i )    ⇒    𝒂⃗⃗ 𝑃𝑎𝑟𝑟
= −Ω2

2𝐿i − Ω2
2𝑅j  

 

Acelerações de Coriolis: 

𝒂⃗⃗ 𝐴𝐶𝑜𝑟
= 2𝛀⃗⃗ 2 ∧ 𝒗⃗⃗ 𝐴𝑟𝑒𝑙

= 2Ω2k⃗ ∧ 𝟎⃗⃗    ⇒    𝒂⃗⃗ 𝐴𝐶𝑜𝑟
= 0⃗  

𝒂⃗⃗ 𝑃𝐶𝑜𝑟
= 2𝛀⃗⃗ 2 ∧ 𝒗⃗⃗ 𝑃𝑟𝑒𝑙

= 2Ω2k⃗ ∧ Ω1𝑅k⃗    ⇒    𝒂⃗⃗ 𝑃𝐶𝑜𝑟
= 0⃗  

 

Composição de Movimentos: 

𝒗⃗⃗ 𝐴𝑎𝑏𝑠
= −𝑉𝑠𝑒𝑛𝜃i + (Ω2𝐿 − 𝑉𝑐𝑜𝑠𝜃)j  

𝒗⃗⃗ 𝑃𝑎𝑏𝑠
= −(𝑉𝑠𝑒𝑛𝜃 + Ω2𝑅)i + (Ω2𝐿 − 𝑉𝑐𝑜𝑠𝜃)j + Ω1𝑅k⃗  

 

𝒂⃗⃗ 𝐴𝑎𝑏𝑠
= −Ω2

2𝐿i  

𝒂⃗⃗ 𝑃𝑎𝑏𝑠
= −Ω2

2𝐿i − (Ω2
2 + Ω1

2)𝑅j  

 

𝝎⃗⃗⃗ 𝐷𝑎𝑏𝑠
= 𝝎⃗⃗⃗ 𝐷𝑟𝑒𝑙

+ 𝝎⃗⃗⃗ 𝐷𝑎𝑟𝑟
= 𝛀⃗⃗ 1 + 𝛀⃗⃗ 2 = Ω1i + Ω2k⃗  

𝝎⃗⃗⃗ ̇𝐷𝑎𝑏𝑠
= 𝝎⃗⃗⃗ ̇𝐷𝑟𝑒𝑙

+ 𝝎⃗⃗⃗ ̇𝐷𝑎𝑟𝑟
+ 𝝎⃗⃗⃗ 𝐷𝑎𝑟𝑟

∧ 𝝎⃗⃗⃗ 𝐷𝑟𝑒𝑙
= 𝟎⃗⃗ + 𝟎⃗⃗ + 𝛀⃗⃗ 2 ∧ 𝛀⃗⃗ 1 = Ω2k⃗ ∧ Ω1i = Ω1Ω2j  
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Questão 2 (3,0 pontos). O sistema ilustrado na figura é composto por uma barra 

delgada e homogênea de comprimento 𝐿 e massa 𝑚, soldada a duas pequenas esferas 

𝐴 e 𝐵, de massas desprezíveis. Ambas as esferas podem deslizar sem atrito ao longo 

de duas guias lineares fixas. O centro da esfera 𝐵 é ligado a uma mola linear de 

constante elástica 𝑘 presa à extremidade da guia horizontal. O sistema é liberado do 

repouso quando a barra forma um ângulo 𝜃0 com a horizontal e a mola está 

indeformada, isto é, possui seu comprimento natural. Dado 𝐽𝐺𝑧 =
𝑚𝐿2

12
 (barra), 

determine: 

(a) O trabalho realizado pelas forças não conservativas quando a inclinação da barra 

varia de 𝜃0 até 𝜃.  (0,5 ponto) 

(b) O trabalho realizado pelo peso quando a inclinação da barra varia de 𝜃0 até 𝜃.  (0,5 ponto) 

(c) O trabalho realizado pela força elástica quando a inclinação da barra varia de 𝜃0 até 𝜃.  (0,5 ponto) 

(d) As coordenadas do centro instantâneo de rotação da barra em função do ângulo de inclinação 𝜃 da barra, de acordo com o 

sistema de coordenadas da figura.  (0,5 ponto) 

(e) A energia cinética do sistema em função da velocidade angular 𝜔 da barra.  (0,5 ponto) 

(f) A velocidade angular 𝜔2 da barra em função do seu ângulo de inclinação 𝜃.  (0,5 ponto) 

 

RESOLUÇÃO 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Notemos que, quando a barra realiza um deslocamento angular ∆𝜃 = 𝜃0 − 𝜃, a mola sofre uma deformação  

 

𝑥 = 𝐿(cos 𝜃 − cos 𝜃0) 

e o centro de massa 𝐺 da barra se desloca de  

∆ℎ = ℎ0 − ℎ = 𝐿(sin 𝜃0 − sin 𝜃) 

 

Notemos também que as forças de contato não realizam trabalho, pois o atrito é desprezível. Logo, o trabalho realizado pelas forças 

agentes no sistema, se expressa como: 

𝜏 = 𝑚𝑔∆ℎ −
𝑘𝑥2

2
= 𝑚𝑔

𝐿

2
(sin 𝜃0 − sin 𝜃) −

𝑘𝐿2(cos 𝜃 − cos 𝜃0)
2

2
 

 

Quando a barra forma um ângulo 𝜃 com a horizontal o seu centro instantâneo de rotação se localiza em (vide figura acima) 
(𝐿 cos 𝜃 , 𝐿 sin 𝜃).  

 

O momento de inércia da barra, em relação ao ponto 𝐼 pertencente à sua extensão material, tal que 𝐼 ≡ 𝐶𝐼𝑅, é: 

𝐽𝐼𝑧 = 𝐽𝐺𝑧 + 𝑚(𝐺𝐼̅̅ ̅)2 =
𝑚𝐿2

12
+ 𝑚[(𝑥𝐺 − 𝑥𝐼)

2 + (𝑦𝐺 − 𝑦𝐼)
2] 

𝐽𝐼𝑧 =
𝑚𝐿2

12
+ 𝑚 [(

𝐿 cos 𝜃

2
− 𝐿 cos 𝜃)

2

+ (
𝐿 sin 𝜃

2
− 𝐿 sin 𝜃)

2

] 

𝐽𝐼𝑧 =
𝑚𝐿2

12
+

𝑚𝐿2(cos2 𝜃 + sin2 𝜃)

4
=

𝑚𝐿2

12
+

𝑚𝐿2

4
=

𝑚𝐿2

3
 

Portanto, a energia cinética da barra se expressa como: 

𝑇 =
𝐽𝐼𝑧𝜔

2

2
=

𝑚𝐿2

6
𝜔2 

Finalmente, aplicando-se o Teorema da Energia Cinética, obtém-se: 

𝑚𝐿2

6
𝜔2 = 𝑚𝑔

𝐿

2
(sin 𝜃0 − sin 𝜃) −

𝑘𝐿2

2
(cos 𝜃 − cos 𝜃0)

2 

𝑔 

𝐴 

𝐵 

𝐺 

45° 
ℎ0 ℎ 

𝐴 

𝐺 

𝜃 𝐵 

𝑥 

ℎ 

𝐴 

𝐺 

𝜃 𝐵 

𝑥 

𝐶𝐼𝑅 
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0,5 ponto 

0,5 ponto 

Questão 3 (4,0 pontos). A placa triangular uniforme, com massa 𝑚 e centro de massa em 𝐺, é apoiada no plano horizontal por 

mancais tipo articulação em 𝑂 e tipo anel em 𝐴. Suponha que a placa seja uma placa fina e despreze o tamanho de cada mancal. A 

placa está inicialmente em repouso, e uma força vertical 𝐹 é aplicada a ela no ponto 𝐵, conforme mostra a figura. Dados: 

 

 
 

Para o instante inicial: 

(a) Faça o diagrama de corpo livre da placa. (1,0 ponto) 

(b) Determine a aceleração 𝒂⃗⃗ 𝐺 do centro de massa 𝐺 da placa, em função da sua rotação 𝝎⃗⃗⃗  e sua aceleração rotacional 𝝎⃗⃗⃗ ̇. 
(0,5 ponto) 

(c) Obtenha o momento de inércia 𝐽𝑂𝑦 e os produtos de inércia 𝐽𝑂𝑥𝑦  e 𝐽𝑂𝑧𝑦 da placa. (0,5 ponto) 

(d) Escreva as equações escalares fornecidas pelo TR (Teorema da Resultante) e pelo TQMA (Teorema da Quantidade de 

Movimento Angular). Utilize o sistema de coordenadas 𝑂𝑥𝑦𝑧 solidário à placa. (1,5 pontos) 

(e) Determine as componentes de reação nos mancais e a aceleração angular da placa, em função de 𝐹 e dos demais dados. 

(0,5 ponto) 

 

RESOLUÇÃO 

(a) Diagrama de corpo livre: 

 

 

 

 

 

 

(b) Utilizando o sistema de coordenadas Oxyz solidário à placa, temos: 

Cinemática, instante inicial (parte do repouso, 𝜔 = 0): 

𝒂⃗⃗ 𝐺 = 𝒂⃗⃗ 𝑂 + 𝜔̇j ∧ (𝐺 − 𝑂) + 𝜔j ∧ [𝜔j ∧ (𝐺 − 𝑂)] = 0⃗ + 𝜔̇j ∧ 𝑎(i + j )    ⇒    𝒂⃗⃗ 𝑮 = −𝝎̇𝒂k⃗  

 

(c)  𝐽𝑂𝑦 =
𝑚(3𝑎)2

18
+ 𝑚𝑎2    ⇒    𝑱𝑶𝒚 =

𝟑𝒎𝒂𝟐

𝟐
 

𝐽𝑂𝑥𝑦 = −
𝑚(3𝑎)(3𝑎)

36
+ 𝑚(𝑎) ∙ (𝑎)    ⇒    𝑱𝑶𝒙𝒚 =

𝟑𝒎𝒂𝟐

𝟒
  

𝐽𝑂𝑧𝑦 = 0 + 𝑚0 ∙ (𝑎)    ⇒    𝑱𝑶𝒛𝒚 = 𝟎  

 

(d) TR, instante inicial (𝑭⃗⃗ = 𝐹k⃗ ): 

 𝑚𝒂⃗⃗ 𝐺 = −𝑚𝜔̇𝑎k⃗ = (𝑋𝑂 + 𝑋𝐴)i + 𝑌𝑂j + (𝑍𝑂 + 𝑍𝐴 + 𝐹 − 𝑚𝑔)k⃗ ⇒ {

𝑿𝑶 = −𝑿𝑨                                         (𝟏)
𝒀𝑶 = 𝟎                                                (𝟐)

−𝒎𝝎̇𝒂 = 𝒁𝑶 + 𝒁𝑨 + 𝑭 − 𝒎𝒈     (𝟑)
 

TQMA, polo O: 𝒗⃗⃗ 𝑂 = 𝟎⃗⃗ ; 𝜔𝑥 = 0; 𝜔𝑦 = 𝜔; 𝜔𝑧 = 0; 

Com 𝑭⃗⃗ = 𝐹k⃗  (no instante inicial): 𝑯⃗⃗⃗ 𝑂 = 𝟎⃗⃗ − 𝐽𝑂𝑥𝑦𝜔𝑦i + 𝐽𝑂𝑦𝜔𝑦j − 𝟎⃗⃗ = −
3𝑚𝑎2

4
𝜔i +

3𝑚𝑎2

2
𝜔j ⇒  

1,0 ponto 

0,5 ponto 
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1,0 ponto 

0,5 ponto 

⇒ 𝑯⃗⃗⃗ ̇𝑂 = −
𝑚𝑎2𝜔̇

4
(3i − 6j ) −

𝑚𝑎2𝜔

4
[3(𝜔j ∧ i ) − 6(𝜔j ∧ j )] =  

= 𝑴⃗⃗⃗ 𝑂
𝑒𝑥𝑡 = (3𝑎𝑍𝐴 − 𝑎𝑚𝑔)i + (𝑎𝑚𝑔 − 3𝑎𝐹)j − 3𝑎𝑋𝐴k⃗  

Desta equação vetorial, no instante inicial (𝜔 = 0), obtemos as equações escalares: 

−
𝟑𝒎𝒂𝟐𝝎̇

𝟒
= 𝟑𝒂𝒁𝑨 − 𝒂𝒎𝒈  (4) 

𝟑𝒎𝒂𝟐𝝎̇

𝟐
= 𝒂𝒎𝒈 − 𝟑𝒂𝑭   (5) 

𝟎 = −𝟑𝒂𝑿𝑨    (6) 

 

(e) Resolvendo as equações: 

Reação em O: (𝟎; 𝟎; 
𝒎𝒈+𝟑𝑭

𝟔
) 

Reação em A: (𝟎; 𝟎; 
𝒎𝒈+𝟑𝑭

𝟔
) 

Aceleração angular da placa: 𝝎⃗⃗⃗ ̇ =
𝟐(𝒎𝒈−𝟑𝑭)

𝟑𝒎𝒂
j  

 

 


