Nelson Kuhl (IME/USP)

Integracao Numérica

Férmula dos Trapézios

Nelson Kuhl
IME/USP

8 de dezembro de 2021

Integracdo Numérica



Introducao

@ Muitas funcdes tém primitivas que n3o podem ser representadas por
~ 2
fungdes elementares (por exemplo, f(x) = e™");
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Introducao

@ Muitas funcdes tém primitivas que n3o podem ser representadas por
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@ ha fungdes cujas primitivas s3o dificeis de se obter;

© ha situagdes nas quais a fungdo a ser integrada resulta de um
programa;

© nos casos acima, s3o necessarios métodos numéricos para o calculo
dos valores das integrais;
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Introducao

@ Muitas funcdes tém primitivas que n3o podem ser representadas por
funcdes elementares (por exemplo, f(x) = e *");

@ ha fungdes cujas primitivas s3o dificeis de se obter;

© ha situagdes nas quais a fungdo a ser integrada resulta de um
programa;

© nos casos acima, s3o necessarios métodos numéricos para o calculo
dos valores das integrais;

© integrais podem fazer parte de outros métodos numéricos, sendo
necessario o uso de férmulas de integracdo numérica;

@ iremos ilustrar como a interpolacdo polinomial pode ser usada para se
deduzir férmulas de integragdo numérica envolvendo os valores de
uma funcdo em um conjunto finito de pontos.
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A férmula do trapézio
Uma das férmulas mais simples para se aproximar

b
/:/ f(x) dx (1)

consiste em usar a integral da reta que une os pontos (a,f(a)) e (b, f(b)).

she—
Iy f
— reta
ab
3t ™
\\\:
2t §
-
1k e
ok
] I I I
00 05 10 15 20

Nelson Kuhl (IME/USP) Integracdo Numérica 8 de dezembro de 2021 3/15



A férmula do trapézio

Esta reta é o polinémio interpolador p; da tabela

X a b

f(x) [ f(a) f(b)"
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cuja expressdo na forma de Lagrange é

pix) = 2 1(a) + X2k (h)
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A férmula do trapézio

Esta reta é o polinémio interpolador p; da tabela

X ‘ a b
f(x) [ f(a) f(b)’

cuja expressdo na forma de Lagrange é

X X —a

pix) = 2 1(a) + X2k (h)

A férmula do trapézio T para aproximar | é entdo igual a

g —a
7= [ et dx = 23217 + (o)L (2>}

A origem do nome deriva do fato de que a expressdo acima é a férmula da
area do trapézio de altura b — a e bases f(a) e f(b) (quando estes valores
s30 positivos).
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Repeticoes
Evidentemente, a férmula (2) é uma aproximagdo grosseira para a integral,
pois ela usa os valores de f somente nos pontos a e b.
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Repeticoes

Evidentemente, a férmula (2) é uma aproximagdo grosseira para a integral,
pois ela usa os valores de f somente nos pontos a e b. Em analogia a
definicdo da integral de Riemann, podemos melhorar a aproximacgdo

subdividindo-se o intervalo [a, b] e usando-se a férmula em cada
subintervalo.
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pois ela usa os valores de f somente nos pontos a e b. Em analogia a
definicdo da integral de Riemann, podemos melhorar a aproximacgdo
subdividindo-se o intervalo [a, b] e usando-se a férmula em cada
subintervalo. Considere a particido a=xg < x1 < -+ < xp_1 < X, = b em
n subintervalos de comprimentos iguais h:

b—a

h= .o xi=a+i-h 0<i<n.
n
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Repeticoes

Evidentemente, a férmula (2) é uma aproximagdo grosseira para a integral,
pois ela usa os valores de f somente nos pontos a e b. Em analogia a
definicdo da integral de Riemann, podemos melhorar a aproximacgdo
subdividindo-se o intervalo [a, b] e usando-se a férmula em cada
subintervalo. Considere a particido a=xg < x1 < -+ < xp_1 < X, = b em
n subintervalos de comprimentos iguais h:

b—a

h= .o xi=a+i-h 0<i<n.

n

b n Xi
/a f(x) dx = ; /X 3 f(x) dx,

em cada subintervalo [x;_1, x;] aproximamos a integral pela férmula do
trapézio

Como

/ ) F(x) dx ~ g[f(x,-_l) +f(x;)] (pois x; — x;—1 = h),

i—1
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Repeticoes
levando-nos, apds agruparmos os termos repetidos, a férmula dos trapézios
com n repeticoes, ou férmula dos n-trapézios:

. 1
T,=h Qf(a)+f(X1)‘|‘“'+f(X"_1)+Ef(b)} ' (3)J
n=4
3t \\
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Exemplo

Aproxime

usando 4-trapézios

2
1
Iog2:/
1 X
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Exemplo

Aproxime

21
Iog2:/ — dx
1 X

usando 4-trapézios.

Solucao
Temosa=1b=2 f(x)=21 n=4eh="272=1=025 Os pontos
da particdo sdo
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Exemplo

Aproxime

21
Iog2:/ — dx
1 X

usando 4-trapézios.

Solucao
Temosa=1b=2 f(x)=21 n=4eh="272=1=025 Os pontos
da particdo sdo

xo=1, x1 =1.25, xop =15, x3 =1.75, e x4 = 2.
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Exemplo

Aproxime

21
Iog2:/ — dx
1 X

usando 4-trapézios.

Solucao
Temosa=1b=2 f(x)=21 n=4eh="272=1=025 Os pontos
da particdo sdo

xo=1, x1 =1.25, xop =15, x3 =1.75, e x4 = 2.

Obtemos entdo

Ty =0.25- Bf(l) + F(1.25) + F(L5) + F(1.75) + %f(Z)]

11 1 1 1 11
=0.25- [5 Tt Tie 1ty E] ~ 0.69702.
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Estimativa de erro

@ Se a fungido f for Riemann-integrivel no intervalo [a, b], entdo as
aproximacdes por n-trapézios convergem para a integral de f no
intervalo;
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Estimativa de erro

@ Se a fungido f for Riemann-integrivel no intervalo [a, b], entdo as
aproximagdes por n-trapézios convergem para a integral de f no
intervalo;

@ se f for suficientemente regular, podemos determinar também qual é
a dependéncia do erro com h;

@ como o erro é a soma dos erros das aproximacoes em cada
subintervalo, estimaremos primeiro o erro E7, para 1-trapézio;

@ esta estimativa serd baseada na férmula do erro para a interpolagdo
polinomial.
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Estimativa de erro

De (1) e (2) temos

b
Er,—1—T= / [F(x) — p1(x)] dx.
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Estimativa de erro
De (1) e (2) temos

n=l-T /[f ~ p1(x)] dx.

Se f € C?([a, b]), da férmula do erro para a interpolacdo polinomial
sabemos que, para cada x € [a, b], existe ty € [a, b] tal que

f(t)
5 (x —a)(x — b).

F(x) — p(x) =
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Estimativa de erro
De (1) e (2) temos

n=l-T /[f ~ p1(x)] dx.

Se f € C?([a, b]), da férmula do erro para a interpolacdo polinomial
sabemos que, para cada x € [a, b], existe t, € [a, b] tal que

f.//(tx)
2

F() = pr(x) = 2 (x — a)(x - b).

Sejam
h= min f (x), Ly= max f (),

x€[a,b] x€[a,b]

que est3o bem definidos pois £ é continua em [a, b]. Entdo,
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Estimativa de erro
De (1) e (2) temos

n=I-T /[f — p1(x)] dix.

Se f € C?([a, b]), da férmula do erro para a interpolacdo polinomial
sabemos que, para cada x € [a, b], existe t, € [a, b] tal que

f ()

()~ prx) =

(x —a)(x — b).
Sejam

b = Xgl?b] fﬂ(x), L, = Xr€r1[3>[<)] £ (X)

que est3o bem definidos pois £ é continua em [a, b]. Entdo,

Elc—a)(b—x) < ~IF(x) ~ ()] < Z(x— a)(b—x), Wx e [a,],
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Estimativa de erro

pois (x — a)(b — x) > 0 para todo x € [a, b]. Integrando-se a (ltima
expressao de a até b obtemos

b b
%2/8 (x—a)(b—x)de—ETlﬁ%/a (x —a)(b — x) dx,

de onde obtemos

(b—a)’
2
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Estimativa de erro

pois (x — a)(b — x) > 0 para todo x € [a, b]. Integrando-se a (ltima
expressao de a até b obtemos

b b
%2/2 (x—a)(b—x)de—ETIS%/a (x —a)(b — x) dx,

de onde obtemos

(b—a)°

(b—a)’
12 ‘

Como a imagem do intervalo [a, b] por £~ é o intervalo [k, L], concluimos
que existe t € [a, b] tal que

Er=———5—f (b) (4)
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Estimativa de erro

O erro E1, para n-trapézios é soma dos erros de 1-trapézio em cada
subintervalo [xj_1,x;], 1 <i < n. De (4), existem t; € [x;_1, x| tais que

L. h3 1"
cada um desses erros é igual a -5f (t;) e portanto
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Estimativa de erro

O erro E1, para n-trapézios é soma dos erros de 1-trapézio em cada
subintervalo [xj_1,x;], 1 < i < n De (4), existem t; € [x;_1, x;] tais que
cada um desses erros é igual a -75 f”(t,-) e portanto

<~
——221‘ (t).
i=1

Como f" é continua, existe t € [a, b] tal que %27:1 f(t)=r"(t), e
entdo obtemos

hn//
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Estimativa de erro

O erro E1, para n-trapézios é soma dos erros de 1-trapézio em cada

subintervalo [x;_1, x;], 1 < i < n. De (4), existem t; € [x;_1, x;] tais que

1
cada um desses erros € igual a - 12f (t;) e portanto

h
Er,=—15 2 f(t).
1=

Como £ & continua, existe t € [a, b] tal que %27:1 f(t)=f'(t), e

entdo obtemos

Er °n f”(t)

n_

A expresséo acima n3o é adequada pois n e h estdo relacionados por
h= . Usando este fato podemos finalmente enunciar:
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Estimativa de erro

Teorema 1

Suponha que f € C2([a, b]). Entdo, o erro entre a integral de f em [a, b] e
a sua aproximacdo por n-trapézios é igual a

Er, =2 2ir (5 = LDy ()

para algum t € [a, b].
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Teorema 1

Suponha que f € C2([a, b]). Entdo, o erro entre a integral de f em [a, b] e

a sua aproximacdo por n-trapézios é igual a

. b—a2// . (b—a)3 ”
Er, =g M =5

para algum t € [a, b].

(5)

Se My = max,c[a p) |f“(x)|, obtemos também a estimativa

/\/lz(b - a) h2 _ Mg(b — 3)3'

Er| <
|E7,| = 12 12n2
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Estimativa de erro

Teorema 1

Suponha que f € C2([a, b]). Entdo, o erro entre a integral de f em [a, b] e

a sua aproximacdo por n-trapézios é igual a

Er, =2 2ir (5 = LDy

para algum t € [a, b].

(5)

Se Mz = max,¢[, 4] |f"(x)|, obtemos também a estimativa

My(b—a),, Ma(b—a)3
< p— .
|E7,| = " 12n2

@ Observe que o erro tende a zero proporcionalmente a h? (o

Nelson Kuhl (IME/USP)
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Exemplo

, . . ~ _r21
Usando a férmula (6) estime o erro da aproximacdo de log2 = ;" + dx por
4-trapézios e compare com o erro exato. Estime também o nimero
minimo de repeticSes para se garantir um erro menor do que 107°.
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Exemplo

, . . ~ _r21
Usando a férmula (6) estime o erro da aproximacdo de log2 = ;" + dx por
4-trapézios e compare com o erro exato. Estime também o nimero
minimo de repeticSes para se garantir um erro menor do que 107°.

Solucao

Como f(x) = 1, temos " (x) = 3 e portanto Mz = max,c[1 9 | 3| = 2.
Logo,
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Exemplo

Usando a férmula (6) estime o erro da aproximag&o de log2 = f12 )—1( dx por

4-trapézios e compare com o erro exato. Estime também o nimero
minimo de repeticSes para se garantir um erro menor do que 107°.

Solucao
Como f(x) = 1, temos " (x) = 3 e portanto Mo = max,c(1 1 | 3| = 2
Logo,
2(2 — 1)3 1
Er | < ——— Er,| <0.010417.

Anteriormente obtivemos Ty = 0.69702 o que nos da
|log2 — T4| ~ 0.0039 mostrando que a estimativa é cerca de 2.7 vézes

maior. Para o niimero minimo de repeticoes, basta obter o menor n tal que
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Exemplo

Usando a férmula (6) estime o erro da aproximag&o de log2 = f12 )—1( dx por

4-trapézios e compare com o erro exato. Estime também o nidmero
minimo de repeticSes para se garantir um erro menor do que 107°.

Solucao
Como f(x) = 1, temos " (x) = 3 e portanto Mo = max,c(1 1 | 3| = 2
Logo,
2(2 — 1)3 1
Er | < —~— Er,| <0.010417.

Anteriormente obtivemos Ty = 0.69702 o que nos da
|log2 — T4| ~ 0.0039 mostrando que a estimativa é cerca de 2.7 vézes

maior. Para o niimero minimo de repeticoes, basta obter o menor n tal que

1

67 < 107% = n > 408.24--- = n > 409 (ou h < 0.00244...)
n
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Implementac3o pratica

A férmula dos trapézios pode ser implementada de forma eficiente em um
processo iterativo, duplicando-se o niimero de intervalos a cada passo de
modo que valores calculados anteriormente possam ser aproveitados.
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Implementac3o pratica

A férmula dos trapézios pode ser implementada de forma eficiente em um
processo iterativo, duplicando-se o niimero de intervalos a cada passo de
modo que valores calculados anteriormente possam ser aproveitados. Se
denotarmos por T(h) a férmula dos trapézios com espagamento

h = (b — a)/n, entdo temos a relagdo (verifique como exercicio)

T<i27>:;T(h)+g-znlf[a+(2j—1)g} (7)
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Implementac3o pratica

A férmula dos trapézios pode ser implementada de forma eficiente em um
processo iterativo, duplicando-se o niimero de intervalos a cada passo de
modo que valores calculados anteriormente possam ser aproveitados. Se
denotarmos por T(h) a férmula dos trapézios com espagamento

h = (b — a)/n, entdo temos a relagdo (verifique como exercicio)

JGRIIS Y ST R

Note que para obter a nova aproximagdo, precisamos calcular os valores de
f apenas nos novos pontos acrescentados.
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Implementac3o pratica

O processo iterativo é feito com os espacamentos h; = (b — a)/2’,
i=0,1,2,..., comegando-se com T (hy) =0.5-(b—a)-[f(a)+ F(b)].
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Implementac3o pratica

O processo iterativo é feito com os espacamentos h; = (b — a)/2’,
i=0,1,2,..., comegando-se com T (hy) =0.5-(b—a)-[f(a)+ F(b)].
Como critérios de parada, podemos usar o erro relativo entre duas

aproximacgdes consecutivas dentro de uma tolerancia € especificada e fixar
um nimero maximo de iteracdes.
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Implementac3o pratica

O processo iterativo é feito com os espacamentos h; = (b — a)/2’,
i=0,1,2,..., comegando-se com T (hy) =0.5-(b—a)-[f(a)+ F(b)].
Como critérios de parada, podemos usar o erro relativo entre duas
aproximacgdes consecutivas dentro de uma tolerancia € especificada e fixar
um nimero maximo de iteracdes.

Para o exemplo visto acima, usando-se € = 107°, precisamos ir até hyg.
Os dltimos valores sdo

T(hg) = 0.6931481342...
T(ho) = 0.6931474190...
T(h1o) = 0.6931472402...

e T(h1o) coincide com log 2 usando-se 6 algarismos significativos.
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Implementac3o pratica

O processo iterativo é feito com os espacamentos h; = (b — a)/2’,
i=0,1,2,..., comegando-se com T (hy) =0.5-(b—a)-[f(a)+ F(b)].
Como critérios de parada, podemos usar o erro relativo entre duas
aproximacgdes consecutivas dentro de uma tolerancia € especificada e fixar
um nimero maximo de iteracdes.

Para o exemplo visto acima, usando-se € = 107°, precisamos ir até hyg.
Os dltimos valores sdo

T(hg) = 0.6931481342...
T(ho) = 0.6931474190...
T(h1o) = 0.6931472402...

e T(h1o) coincide com log 2 usando-se 6 algarismos significativos.

Note que foram necessérias 1024 repetices. Uma forma de se evitar um
crescimento t3o rapido de repeticOes é usar a sequéncia hg = b — a,
hi=(b—a)/2, hp =(b—a)/3 e hj=hi_/2 para i>3.
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