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PME3100 Mecânica I 

DINÂMICA DO SÓLIDO 

 

Supõe-se um referencial fixo. 

A definição de sólido ou corpo rígido foi vista na Cinemática. 

 

 

Exemplo 5.15: O cilindro de 12 kg sustentado pelos suportes dos mancais em A e B tem um 

momento de inércia em relação ao eixo vertical 𝑧0 através de seu 

centro de massa G igual a 0,080 kg·m2. O disco e os suportes 

têm um momento de inércia em relação ao eixo vertical z de 

rotação igual a 0,60 kg·m2. Se um torque 𝑀 = 16 𝑁 ∙ 𝑚 é 

aplicado ao disco através do seu eixo, com o disco inicialmente 

em repouso, calcule as componentes horizontais em x das forças 

suportadas pelos mancais em A e B. 

 

 

 

 

 

 

 

Resolução: 

 

Conjunto: 

𝐽𝐶𝑧 = 𝐽(𝑐𝑜𝑛𝑗)𝑧 = 𝐽(𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜)𝑧 + [𝐽(𝑐𝑖𝑙𝑖𝑛)𝑧0
+ 𝑚𝑐𝑖𝑙𝑖𝑛(2𝑎)2] = 

= 0,60 + 0,080 + 12(2 ∙ 0,1)2 = 0,60 + 0,080 + 0,48 = 1,16 𝑘𝑔/𝑚2 

TQMA, polo C, (x, y, z) solidários ao disco: 

𝐻⃗⃗ 𝐶 = −𝐽𝐶𝑥𝑧𝜔𝑖 − 𝐽𝐶𝑦𝑧𝜔𝑗 + 𝐽𝐶𝑧𝜔𝑘⃗  

- plano yz de simetria: 𝐽𝐶𝑥𝑧 = 0 

𝐻⃗⃗ ̇𝐶 = −𝐽𝐶𝑦𝑧𝜔̇𝑗 + 𝐽𝐶𝑧𝜔̇𝑘⃗ − 𝐽𝐶𝑦𝑧𝜔𝑗 ̇ + 𝐽𝐶𝑧𝜔𝑘⃗ ̇ = 

= −𝐽𝐶𝑦𝑧𝜔̇𝑗 + 𝐽𝐶𝑧𝜔̇𝑘⃗ − 𝐽𝐶𝑦𝑧𝜔(𝜔𝑘⃗ ∧ 𝑗 ) + 0⃗ = 

= 𝐽𝐶𝑦𝑧𝜔
2𝑖 − 𝐽𝐶𝑦𝑧𝜔̇𝑗 + 𝐽𝐶𝑧𝜔̇𝑘⃗ = 𝑀⃗⃗ 𝐶  

Componente de 𝑀⃗⃗ 𝐶  em 𝑘⃗  = 𝑀 

Assim: 𝐽𝐶𝑧𝜔̇ = 𝑀 ⇒ 𝜔̇ =
𝑀

𝐽𝐶𝑧
=

16

1,16
= 13,79 𝑟𝑎𝑑/𝑠2  (1) 

Cinemática, entre os pontos C e G: 

𝑣 𝐺 = 𝑣 𝐶 + 𝜔𝑘⃗ ∧ (2𝑎𝑗 + 𝑏𝑘⃗ ) = −2𝜔𝑎𝑖 ⇒ 

⇒ 𝑎 𝐺 = −2𝜔̇𝑎𝑖 − 2𝜔𝑎(𝜔𝑘⃗ ∧ 𝑖 ) = −2𝜔̇𝑎𝑖 − 2𝜔2𝑎𝑗  

Usando (1), a componente da aceleração de G em x será: 𝑎𝐺𝑥 = −2𝑎
𝑀

𝐽𝐶𝑧
    (2) 
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Cilindro: 

TR, na direção x, usando (2): 𝑚𝑐𝑎𝐺𝑥 = −𝑋𝐴 − 𝑋𝐵 ⇒ 𝑋𝐴 + 𝑋𝐵 =
2𝑎𝑚𝑐𝑀

𝐽𝐶𝑧
= 

=
2∙0,1∙12∙16

1,16
= 33,1 N  (3) 

TQMA, polo G: 

𝐻⃗⃗ 𝐺(𝑐𝑖𝑙) = 𝐽𝑧𝐺(𝑐𝑖𝑙)𝜔𝑘⃗ ⇒ 𝐻⃗⃗ ̇𝐺(𝑐𝑖𝑙) = 𝐽𝑧𝐺(𝑐𝑖𝑙)𝜔̇𝑘⃗ = 𝑀⃗⃗ 𝐺(𝑐𝑖𝑙) 

Componente de 𝑀⃗⃗ 𝐺(𝑐𝑖𝑙) em 𝑘⃗  = 𝑎𝑋𝐴 − 𝑎𝑋𝐵 

Assim: 𝐽𝑧𝐺(𝑐𝑖𝑙)𝜔̇ = 𝑎𝑋𝐴 − 𝑎𝑋𝐵 ⇒ 𝑋𝐴 − 𝑋𝐵 =
𝐽𝑧𝐺(𝑐𝑖𝑙)𝑀

𝑎𝐽𝐶𝑧
=

0,08∙16

0,1∙1,16
= 11,03 N  (4) 

Somando (3) e (4): 2𝑋𝐴 =
2𝑎𝑚𝑐𝑀

𝐽𝐶𝑧
+

𝐽𝑧𝐺(𝑐𝑖𝑙)𝑀

𝑎𝐽𝐶𝑧
= 44,13 ⇒ 𝑿𝑨 = 𝟐𝟐, 𝟎𝟔 N  

Subtraindo (3) e (4): 2𝑋𝐵 =
2𝑎𝑚𝑐𝑀

𝐽𝐶𝑧
−

𝐽𝑧𝐺(𝑐𝑖𝑙)𝑀

𝑎𝐽𝐶𝑧
= 22,07 ⇒ 𝑿𝑩 = 𝟏𝟏, 𝟎𝟑 N  
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Exemplo 5.16: Duas barras delgadas AB, cada uma com massa m e comprimento l, são articuladas 

em A em relação à placa. A placa gira no plano horizontal em relação 

ao eixo vertical através do centro O recebendo uma aceleração 

angular constante α. 

(a) Determine a força F exercida em cada um dos roletes 

quando o conjunto começar a girar. 

(b) Ache a força total no pino em A e mostre que ela 

permanece constante para toda força F > 0. 

(c) Determine a velocidade angular ω na qual o contato com 

os roletes deixa de existir. 

 

 

Resolução: 

 

Os eixos (O,x,y) giram com a placa. 

 

Cinemática: 𝑎 𝐺 = 𝑎 𝑂 + 𝛼 ∧ (𝐺 − 𝑂) + 𝜔⃗⃗ ∧ [𝜔⃗⃗ ∧ (𝐺 − 𝑂)] = 

= 0⃗ + 𝛼𝑘⃗ ∧ (
𝑙

2
𝑗 ) + 𝜔2𝑘⃗ ∧ [𝑘⃗ ∧ (

𝑙

2
𝑗 )] =  

= −𝛼
𝑙

2
𝑖 − 𝜔2 𝑙

2
𝑗   

TR: 𝑚𝑎 𝐺 = 𝑋𝐴𝑖 + (𝑌𝐴 + 𝐹)𝑗 ⇒ 

⇒ {
𝑋𝐴 = −𝑚𝛼

𝑙

2
         (1)

𝑌𝐴 + 𝐹 = −𝑚𝜔2 𝑙

2
      (2)

  

 

TQMA: 𝐻⃗⃗ 𝐺 = 𝐽𝐺𝜔𝑘⃗ ⇒ 𝐻⃗⃗ ̇𝐺 =
𝑚𝑙2

12
𝛼𝑘⃗ = 𝑀⃗⃗ 𝐺 = −𝑌𝐴

𝑙

2
𝑘⃗ ⇒ 𝑌𝐴 = −

𝑚𝑙

6
𝛼  (3) 

 

(a) Força F: substituindo (3) em (2), com 𝜔 = 0 (começa a girar):  

𝑭 =
𝒎𝒍

𝟔
𝜶 

 

(b) Pino A, com (1) e (3):  

𝑅⃗ 𝐴 = −𝑚𝛼
𝑙

2
𝑖 −

𝑚𝑙

6
𝛼𝑗 ⇒ 𝑹⃗⃗ 𝑨 = −

𝒎𝒍

𝟔
𝜶(𝟑𝒊 − 𝒋 ) constante, com 𝛼 constante. 

 

(c) sem contato implica 𝐹 = 0; de (2) e (3): 

𝜔2 =
𝛼

3
⇒ 𝝎 =

√𝟑𝜶

𝟑
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Exemplo 5.17: A barra delgada uniforme de massa m e comprimento l é liberada a partir do 

repouso na posição vertical e gira sobre sua extremidade plana em torno 

da quina em O. (a) Se a barra desliza quando 𝜃 = 30°, determine o 

coeficiente de atrito estático 𝜇𝑒 , entre a barra e a quina. (b) Se a 

extremidade da barra possui um entalhe de modo a não poder deslizar, 

determine o angulo 𝜃 no qual o contato entre a barra e a quina termina. 

Dado: 𝐽𝐺𝑧 =
𝑚𝑙2

3
 

 

 

 

 

 

 

Resolução: 

 

Cinemática: 𝑣 𝐺 = 𝑣 𝑂 + 𝜔⃗⃗ ∧ (𝐺 − 𝑂) = 0⃗ + 𝜔𝑘⃗ ∧
𝑙

2
𝑗 = −𝜔

𝑙

2
𝑖     (A) 

e 

𝑎 𝐺 = 𝑎 𝑂 + 𝜔⃗⃗ ̇ ∧ (𝐺 − 𝑂) + 𝜔⃗⃗ ∧ [𝜔⃗⃗ ∧ (𝐺 − 𝑂)] ⇒ 

⇒ 𝑎 𝐺 = 0⃗ + 𝜔̇𝑘⃗ ∧
𝑙

2
𝑗 + 𝜔𝑘⃗ ∧ [𝜔𝑘⃗ ∧

𝑙

2
𝑗 ] = −

𝜔̇𝑙

2
𝑖 −

𝜔2𝑙

2
𝑗     (B) 

Trabalho (peso): 𝜏 = 𝑚𝑔
𝑙

2
(1 − cos𝜃) 

Energia cinética, usando (A): 𝑇 =
1

2
𝑚𝑣𝐺

2 +
1

2
𝐽𝐺𝑧𝜔

2 = 

=
1

2
𝑚

𝜔2𝑙2

4
+

1

2

𝑚𝑙2

12
𝜔2 =

𝑚𝜔2𝑙2

6
  

TEC: 
𝑚𝜔2𝑙2

6
= 𝑚𝑔

𝑙

2
(1 − cos𝜃) ⇒ 𝜔2 =

3𝑔(1−cos 𝜃)

𝑙
⇒ 𝜔̇ = −

3𝑔 sin 𝜃

2𝑙
 

Substituindo em (B): 𝑎 𝐺 = −(−
3𝑔 sin 𝜃

2𝑙
)

𝑙

2
𝑖 − 3𝑔

(1−cos𝜃)

𝑙

𝑙

2
𝑗 =

3𝑔 sin 𝜃

4
𝑖 −

3𝑔(1−cos 𝜃)

2
𝑗     (C) 

TR, com (C): 𝑚𝑎 𝐺 =
3𝑚𝑔 sin 𝜃

4
𝑖 −

3𝑚𝑔(1−cos𝜃)

2
𝑗 = (−𝑋𝑂 + 𝑚𝑔 sin 𝜃)𝑖 + (𝑌𝑂 − 𝑚𝑔 cos𝜃)𝑗 ⇒ 

⇒ {

3𝑚𝑔 sin 𝜃

4
= −𝑋𝑂 + 𝑚𝑔 sin 𝜃 ⇒ 𝑋𝑂 =

𝑚𝑔 sin 𝜃

4
                    (1)

−
3𝑚𝑔(1−cos𝜃)

2
= 𝑌𝑂 − 𝑚𝑔 cos 𝜃 ⇒ 𝑌𝑂 =

𝑚𝑔(5cos𝜃−3)

2
     (2)

  

 

(a) escorrega quando 𝜃 = 30°: 

No limite, de (1) e (2): 𝑋𝑂 = 𝜇𝑌𝑂 ⇒
𝑚𝑔 sin 𝜃

4
= 𝜇

𝑚𝑔(5 cos𝜃−3)

2
⇒ 𝝁 =

𝟏

𝟐(𝟓√𝟑−𝟔)
  

(b) Não escorrega - a perda de contato ocorre quando 𝑌𝑂 = 0. 

Da equação (2): −
3𝑚𝑔(1−cos𝜃)

2
= −𝑚𝑔 cos𝜃 ⇒ cos𝜃 =

3

5
⇒ 𝜽 = 𝟓𝟑, 𝟏°  

 

 

 


