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Na aula passada exploramos as propriedades das 
redes clássicas e das redes coloridas, com o 
objetivo de mostrar que as principais propriedades 
que embasam os métodos de análise de sistemas 
podem ser aplicadas em ambos os tipos de rede.

Rede de Alto Nível ou 
Colorida
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PN Basic Properties
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Let be a CPN net N, a generic place  in this net, and  the size of the multiset making 
.  The place  is said bounded iff there is a multiset  which is un upper bound of M( ), that 

is, .

p |M(p) |
M p n p

∀Mϵℜ(M0) . |M(p) | ≪ = n

A CPN net is said to be bounded if all its places are bounded.

A Petri net (N, M0) is said to be k-bounded, or simply bounded, if the number of tokens 
in each place reachable from  does not exceed a finite number k, i.e.,  for 
every place  and every marking .

M0 M(p) ≤ k
p M ∈ R(M0)
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Lifeness (T. Murata)

A transition t is said to be…
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Def] A transition t is potentially fireable at a given marking m if there exists a 
transition iff the is a firing sequence  leading to a marking  in which  is 
enabled (i.e. ).

A P/T net is deadlock-free iff all its transitions are potentially fireable.

σ m′ t
m σ→ m′ ≥ Pre[P, t]

A very important goal for analysis is if a given system is 
deadlock-free.   
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A CPN net N is said to be live iff  .∀M ∃L |M ∈ L(M0)

A CPN net N is said to be strongly live iff ∀M . MϵSCC(M0)
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CPN Reachability Analysis

Reachability analysis in CPN is connected to building a 
“reachability graph”, which is now defined over a special 

directed graph called CPN state space.
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Analysis in CPN 
Nets
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Def] Let be the P/T net . A generic state defined over this 
net  is said to be a home state iff X can be reached from any reachable 
marking.  

N = (S, T, F; W, M0)
X ⊂ S



Escola Politécnica da USP PMR5237

Prof. José Reinaldo Silva

15



Escola Politécnica da USP PMR5237

Prof. José Reinaldo Silva

16

Freq
uently

, 

dynamic 

system
s m

ust 

have a
 “h

om
e 

state”
, d

efi
ned as 

states
 th

at ca
n be 

rea
ched fr

om
 

which
ever s

tate 

the s
ystem

 m
ight 

be in
.



Escola Politécnica da USP PMR5237

Prof. José Reinaldo Silva

17

The proposition of algorithms and methods to detect home 
states in CPNs is still an open problem. However direct 

graphs can also be used to spot loops, which are essential 
(necessary condition) to reversibility.
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O"exemplo"dos"filósofos  
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Petri Nets
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 ou

Modelar esse sistema em redes CPN (sem um modelo prévio em 
redes P/T). 
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Alexander Katz, Pi Han Goh, Geoff Pilling

Generally speaking, an invariant is a quantity that remains 
constant during the execution of a given algorithm. In 
other words, none of the allowed operations changes the 
value of the invariant. The invariant principle is 
extremely useful in analyzing the end result (or possible 
end results) of an algorithm, because we can discard any 
potential result that has a different value for the 
invariant as impossible to reach.

Invariants

https://brilliant.org/profile/alexander-wgrg5k/
https://brilliant.org/profile/pi-han-0295j1/
https://brilliant.org/profile/geoff-xxs185/
https://brilliant.org/wiki/algorithm/
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History

The formal study of algebraic (linear) invariants began in 
1840 with the seminal paper of George Boole, "Exposition 
of a General Theory of Linear Transformations”. The idea 
was to identify functions (or vectors) that do not depend 
on the vetorial basis of the linear transformation.  
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Invariant Analysis

Invariant analysis is concerned with a perception of 
conservation laws in the flux of changing, for instance, the 
repetition of states (cycles). Therefore, in state-transition 

(or transition systems) analysis, invariants could be 
associated with structural properties which could also 

affect systems behavior.
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Mi+1 − M0 = ΔM = AT . σ; ∃ . β ∣ β . ΔM = 0

β . ΔM = (β . AT) . σ = 0 ⇒ (β . AT) = 0

 y C

Mi+1 = M0 + ∑ (AT . σi) ⇒ Mi+1 − M0 = AT . σ
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Mi+1 = M0 + ∑ (AT . σi) ⇒ Mi+1 − M0 = AT . σ

Mi+1 − M0 = ΔM = 0 ⟺ AT . σ = 0
xC
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O cálculo de invariantes nas redes clássicas 
implica na resolução das equações lineares   
ou , onde a matriz de incidência não é 
necessariamente quadrada. Portanto os métodos 
diretos não podem ser aplicados. 

y . C = 0
C . x = 0
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Voltando ao 
exemplo
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No exemplo utilizado até aqui …
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Em primeira determinação, isto é, fazendo 
com que x=y=z assuma o menor inteiro 

positivo, temos que x=y=z=1 



Prof. José Reinaldo Silva

Escola Politécnica da USP PMR5237
36



Prof. José Reinaldo Silva

Escola Politécnica da USP PMR5237
37

s1 

s2 

s4 

s3 

t1 

t3 

t2 

2 

2 

2 

2 0 1 2 3 1
0 1 1 0 0 1
1 2 1 1 0 1
0 0 2 0 2 2

2 3
1 0

...
0 0
4 2

! " ! " ! " ! " ! " ! "
# $ # $ # $ # $ # $ # $
# $ # $ # $ # $ # $ # $⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒
# $ # $ # $ # $ # $ # $
# $ # $ # $ # $ # $ # $
& ' & ' & ' & ' & ' & '

! " ! "
# $ # $
# $ # $⇒ ⇒
# $ # $
# $ # $
& ' & '

t1 t3 t2 t3 t1 
t3 

t2 

!
!

2



Prof. José Reinaldo Silva

Escola Politécnica da USP PMR5237
38

Note que existem passos (string de transições 
independentes) que levam o sistema ao mesmo 

estado, isto é, denotam ciclos
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O processo t1 t3 t2   gera ciclos invariantes 
em estados diferentes, como mostrado anteriormente. 
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Methods to invariant calculus: 

Mathematic linear programming (Simplex); 

Gaus-Jordan method
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Passo 1: Para obter os invariantes de lugar é preciso em primeiro lugar calcular a transposta
da matriz de incidência ( ).

Passo 2: Em seguida deve-se aplicar o método de Gauss- Jordan para transformar a matriz de
incidência em uma matriz diagonal. Se o posto da matriz de incidência  for
menor que o numero de incógnitas (numero de lugares da rede), então ir ao passo 3.
Se o posto da matriz de incidência for igual ao numero de incógnitas, então terminar,
o sistema não tem invariantes de lugar.

Passo 3: Obter a solução básica do sistema representado pela matriz de incidência.

AT

r(AT)

Algoritmo para calcular invariantes de lugar
Tese de doutorado: Modelagem e Análise de Requisitos de Sistemas Automatizados
Usando UML e Redes de Petri, Arianna Z. Olivera Salmon
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Passo 1: Calcular a matriz de incidência do sistema modelado ( ).

Passo 2: Aplicar o método de Gauss- Jordan para transformar a matriz de incidência em uma
matriz diagonal. Se o posto da matriz de incidência  for menor que o numero de
incógnitas (número de lugares da rede), então ir ao passo 3. Se e o posto da matriz
de incidência for igual ao numero de incógnitas, então terminar, o sistema não tem
invariantes de transição.

Passo 3: Obter a solução básica do sistema representado pela matriz de incidência.

A

r(A)

Algoritmo para calcular invariantes de transição
Tese de doutorado: Modelagem e Análise de Requisitos de Sistemas Automatizados
Usando UML e Redes de Petri, Arianna Z. Olivera Salmon
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Procedimento de modelagem e 
análise

Requisitos do problema: Seja um sistema de manufatura simples, 
composto de 3 máquinas DNC: M1, M2 e M3. Estas máquinas podem 

executar duas operações diferentes, O1 e O2, de modo que O1 pode ser 
executado nas máquinas M1 e M2 mas não simultaneamente. 
Similarmente, O2 pode ser executado em M1 e M3 mas não 

simultaneamente. 
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Uma forma de tratar o problema é em primeiro lugar modelar a 
sequência de operações, sem levar em conta nenhuma restrição e 

nenhum recurso.

Girauld, C. and Valk, R.; Petri Nets for Systems Engineering, Springer-Verlag,  2003
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Análise

O sistema é cíclico, e permite a combinação das operações em qualquer ordem (e 
portanto o sistema estaria preparado para implementar qualquer receita de peça). O 

sistema é conservativo, de modo que cada peça seria representada por uma marca que 
deve estar em algum dos lugares já especificados.   

Na especificação de requisitos, os recursos são representados pela disponibilidade das 
máquinas e pela sua capacidade de executar cada uma das operações. Uma vez feita a 

parte sequencial da rede devemos agora introduzir estas restrições, que devem 
alterar a rede ou a sucessão de estados desta.
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Introduzindo os recursos, segundo a especificação de 
requisitos já apresentada, temos:
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Análise de Invariantes
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Example:
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Formal methods have been successfully used for the 
development of safety-critical systems; however, the need for 
skilled knowledge when writing formal models and the reasoning 
about them represents a major barrier in the adoption of formal 
methodologies for the development of non-critical applications. A 
key aspect in the verification of formal models and in the 
development of reliable systems is the identification of 
invariants. However, finding correct and meaningful invariants for 
a model represents a significant challenge. We have used 
automated theory formation (ATF) techniques to automatically 
discover invariants of Event-B models.  In particular, we use 
Colton's HR system to explore the domain of Event-B and suggest 
potential invariants.
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The invariant 
method

Kurt Jensen
Univ. of Ahrus, Demark
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Automating the invariant 
analysis
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The invariant method in 
CPN
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Sobre o artigo final: 

Teremos que focar no artigo final porque estamos a 
30 dias do final do curso. Portanto na próxima aula 
teremos mais um milestone, onde agora vocês devem 
apresentar além do título, abstract, palavras-chave, 
uma introdução e uma seção de “background”, além 
de bibliografia. 
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Na aula que vem trataremos do problema da análise 
de invariantes nas redes coloridas e voltaremos à 
discussão sobre o uso da análise de propriedades na 
modelagem e análise de sistemas automatizados. 
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Seja qual for a opção para análise de invariantes 
(em redes clássicas ou coloridas) o nosso objetivo é 
nos certificar de que o ambiente de modelagem 
segue o formalismo, e, se for o caso usá-lo para 
determinar os invariantes. 
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