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As equacoes do eletromagnetismo

» James Clerk Maxwell (1831-1879) foi um fisico matematico escocés. Aos 19 anos ele ja
era um matematico bem conhecido em Edimburgo, e ganhou uma bolsa paraira
Cambridge, onde se graduou em 1854,

* Ele permaneceu por mais dois anos em Cambridge, dai se mudou para Aberdeen
(Marischal College), onde passou 4 anos (1856-1860) até obter um emprego no King’s
College (Londres).

* Foi no King's College que Maxwell comecou a se interessar por electricidade e
magnetismo, através dos seus interesses pelo estudo da cor, da luz e da fotografia —
de fato, Maxwell foi uma das primeiras pessoas no mundo a conseguir tirar fotos em
cores! (Maxwell era também tedlogo, poeta, e teve contribuicdes fundamentais para a
area de engenharia de controle...um verdadeiro polimata!!!)

* Foi também nessa época que Maxwell também se aprofundou na mecanica dos
fluidos (hidrodinamica), e foi introduzido a Michael Faraday — que, naquela época, ja
chegando préximo do fim de sua vida.

* Foi Faraday quem introduziu a Maxwell o conceito de campo e de linhas de campo
como ferramentas fundamentais para compreender problemas de Eletromagnetismo
e de Mecanica dos Fluidos. Faraday, que viu em Maxwell um génio que poderia
completar o trabalho que ele havia comecado, estimulou Maxwell a atacar o desafio de
completar a teoria eletromagnética — que aquela época sabia-se ser incompleta.
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As equacoes do eletromagnetismo

O primeiro artigo de Maxwell sobre 0 assunto € 1855, e trata de “Faraday's
lines of force”. Em 1861 ele descreve a lei de inducao de Faraday em termos
do fluxo do campo magnético, em por volta de 1862 ele ja comeca a discutir
o term que “faltava" nas equacées — a “corrente de deslocamento”.

* Em 1862 ele também calculou a velocidade de uma onda eletromagnética
no vacuo, chegando a conclusao que ela era idéntica a velocidade da luz —
0 que nao poderia ser mera coincidéncia. Isso levou ele a escrever o artigo “A
Dynamical Theory of the Electromagnetic Field’, onde as equacdes de
Maxwell aparecem pela primeira vez. Esses trabalhos foram depois
coletados no seu livro, “A Treatise on Electricity and Magnetism”,

- Einteressante apontar que as Equacdes de Maxwell em sua forma original
eram 20 equagdes na notacao de quaternions (para t,x,y,z) . Foi Oliver
Heaviside quem reduziu isso as quatro equacdes que conhecemos!

* O que é notavel é que Maxwell, ao “completar” o Eletromagnetismo, nao sé
unificou as duas forcas (Elétrica e Magnética), mas foi capaz de prever e
descrever novos fenbmenos, trazendo todo o estudo da luz e da 6ptica para
dentro do Eletromagnetismo.
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As equacoes do eletromagnetismo

- De ~1830 até ~1861, as leis da Electricidade e do Magnetismo eram:

V .D = P (Lei de Gauss para o campo elétrico)

V . B = 0 (Lei de Gauss para o0 campo magnético)
V X H = T (Lei de Ampere)

VXE=-— % (Lei de Faraday)

- Todas essas equacodes foram derivadas sob a hipdtese de cargas e/ou correntes estacionarias (inclusive a lei de Faraday, que
era testada basicamente por meio de imas ou eletromagnetos com corrente continua constante).

+ Mas era ainda um mistério por que essas leis pareciam nao valer quando temos uma dependéncia no tempo das
densidades de carga e de corrente.

- O principal problema com as equacdes acima reside na Lei de Ampeére. E uma identidade matematica que:

V : <V X H > =0 , portanto alei de Ampére nessa forma so pode ser vdlida se:
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As equacoes do eletromagnetismo

* Por outro lado, podemos re-escrever a Equacao da Continuidade como:

V- J=——=-— , e portanto:
ot ot
V- J+ 7 =0 , ondedD/ot échamada da corrente de deslocamento.

* Isso significa que podemos “consertar” a Lei de Ampere pela substituicao:

—
> > > — — — a D
VXH=J - VXH=J+—
ot
- Ossignificado dessa equacao é que, assim como um campo magnético que varia com o tempo induz um
campo elétrico (a forca eletromotriz), um campo elétrico que varia com o tempo é igualmente capaz de
induzir campos magnéticos, mesmo na auséncia de uma corrente (no sentido local). Em outras palavras,
um “deslocamento” do campo elétrico parece ser equivalente a uma corrente.
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As equacoes do eletromagnetismo

- E curioso que Maxwell chegou a essas equacdes e a conclusdes similares de um modo bem menos
direto do que o entendimento que temos hoje em dia.

« Maxwell gostava de pensar nos campos elétrico e magnético em termos de “vortices moleculares’, e
Nnos campos como as manifestacoes desses vortices nos materiais. Nas suas palavras:

“I propose to examine magnetic phenomena from a mechanical point of view, and to determine which
tensions or movements in the medium will produce the mechanical phenomena that we observe"

* Ele se utilizava o tempo todo de analogias com a hidrodinamica:

“I do not wish to explain the origin of the observed forces through the effects of those forces and tensions
in elastic materials, but to take advantage of the mathematical analogies between the two problems”

+ O que fica aparente é que Maxwell estava tentando entender esses “vortices moleculares” (o campo
magnético) de um modo similar a polarizacao dos meios dielétricos, usando um modelo mecanico.

+ Mas ao fim e ao cabo, a descricao em termos de campos é a mais econdmica e elegante: densidades
de cargas e correntes, campos elétricos e magnéticos, todos esses sao campos que preenchem o
espaco de um modo continuo.
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A corrente de deslocamento

* Vamo retornar a corrente de deslocamento, e usar o exemplo classico de um capacitor que esta sendo

carregado. T
I
* Da Lei de Ampere original temos:

VxH=7 = [ d?(?xﬁ>=ﬂg
S(C) C

dz.ﬁ=[ is. T
S(C)

* Entretanto, a nossa escolha da superficie circunscrita pelo circuito C é completamente arbitraria: por um lado,
poderiamos escolher o disco plano no meio do capacitor, com o resultado:

—

J dS -7 =0
$1(0)

* Por outro lado, uma escolha igualmente valida seria fechar a superficie "pelo lado de fora” do capacitor, de tal
forma que a corrente [ atravessa essa segunda superficie. Ness caso temos:

—

J dsS - T =1
$,(C)

* O problema é que a integral na primeira superficie, usando a Lei de Ampére “antiga’, esta errada! O correto seria:

ds - | J+— | =— dS -D=—=1]
$,(C) ot ot Js c) ot

(Para ver que esse deve ser o caso, considere a superficie bem junto a placa do capacitor.)
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Equacoes de Maxwell para os potenciais

Também é util formular as Egs. de Maxwell em termos dos potenciais. Na Eletrostatica e Magnetostatica
temos:

E=-V¢ , B=VxA

Da Lei de Faraday temos:

VXE+— = VX| E+— ] =0
ot ot

Mas a equacao acima implicaque E + 0A /0t é um gradiente. De fato, na Eletrostatica nés definimos

E — — V ¢ ,porém agora, dada a lei de Faraday’s, a identificacdo correta é:

. 0A

E=-V¢§——

ot

Como a Lei de Gauss para o campo magnético nao muda, podemos manter a definiciko B = V X A .

Vamos contemplar agora algumas consequéncias dessa generalizacao dos potenciais eletromagnéticos.
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Equacoes de Maxwell para os potenciais

* Da nossa redefinicao do campo elétrico, a lei de Gauss é agora expressa como uma Equacao de Poisson modificada:

L — 0A p
V:E=V:|-V¢p—— | =—
ot €

— a — —
> —V2¢——(V.A)=ﬁ
ot €

* Por outro lado, a lei de Ampére (ja corrigida pela corrente de deslocamento) fica:

- Definindo a“velocidade do som” 1/cs2 = ue como sendo o termo que multiplica 0% A /0t*, obtemos a equacao:

1 0*°A —— —f—= — 109 -
— VA4V V- A+ =) =T
c2 ot
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Equacoes de Maxwell para os potenciais

* Essas duas equacgdes para os potenciais,

— a — —
—Vng——(V-A):ﬁ e

ot €
1 0*°A —— —f—= — 10 -~
L VAV V- A+=2) = 47T
cz or? c2 ot

podem parecer um pouco mais complexas do que as Eqs. de Maxwell, mas elas sao o ponto de partida para resolver qualquer problema.

* Uma das razdes pelas quais essas equagoes sao tao Uteis é o fato de que ha muitos (infinitos) potenciais que levam a exatamente os mesmos campos fisicos, e
podemos escolher qualquer um deles.

* Essa liberdade para escolha dos calibres significa que podemos formular um dado problema em termos dos potenciais de varias maneiras, e escolher aquela
na qual o problema se torna mais facil e claro. A invaridncia de calibre por tras dessa escolha é o fato de que os campos sao invariantes sob as transformacoes:

A > X+ VA
& y oA
_> — —
ot
Ouseja, B=V XA e E=—-V¢-—- Y , hdo dependem dessa funcao arbitraria A(z, x).

* Esse foi o primeiro momento em que o conceito de invariancia de gauge (calibre) entrou na Fisica. A invariancia de gauge é uma das bases mais
fundamentais do Modelo Padrao de Particulas e Campos (ou seja, da Teoria Quantica de Campos) e da Relatividade Geral. De fato, a invariancia de gauge é
uma generalizagao da ideia de invariancia sob transformacées de coordenadas: podemos, de fato, pensar no calibre como sendo uma escolha das
coordenadas para representar os campos, mas os observaveis fisicos nao dependem dessas escolhas!
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Transformacoes de gauge

- Afuncdo A(z, X') é um escalar sem significado fisico (ndo observdvel) que pode ser escolhida de um modo completamente arbitrario
— ela s6 deve ser uma fungao continua e diferenciavel. Ela nao tem que obedecer nenhuma simetria ou vinculo: é escolha do cliente!

 Quando dizemos que “fixamos o calibre” (gauge), o que queremos dizer é que escolhemos uma funcao A de tal modo que podemos
impor um determinado vinculo sobre os potenciais. Por exemplo, podemos usar o calibre de Lorentz ao impor que:

V-A+__¢—> V-(A+VA)+——(¢——> =0 Aqui,

c2 ot c2 ot ot A" @' se referem ao
* Digamos que num calibre original, genérico, encontramos que: calibre “original”; A, ¢ séo o
novo calibre (de
V Z’ 1 o¢’ P _}) V (X VA> 1 o s oA 1 _)) Lorentz)
A+ ——=ft,x) - V- + +—=—\¢dp——) = ft, x
c2 ot c2 ot ot

* Tudo que precisamos fazer entao é resolver a equacao para A:

— 1 0’A
VIA—-——— = f(t, ¥)  [Uma equacdo de onda com fontes!]
c2 or?

* Substituindo essa solucao no vinculo acima encontramos que:

— — 10
V A+——0=0
c2 ot
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Transformacoes de gauge

* O calibre de Lorentz é extremamente util na Eletrodinamica, pois as equacdes para os potenciais assumem uma forma simples e intuitiva.

- — 190
. Vamos entdo imporovinculo V - A +—2a—q: = 0 nas Egs. de Maxwell:

CS

— a _ —

—V2¢——<V-A>=£ e

ot €
P8 5x, (V. T2 C LT
cz or? 2o ) K

* Substituindo o potencial-vetor na primeira equacao obtemos:

v, 9 f_Lob\_p N )
TRTANIN T

cZ ot € c2 or?

* O mesmo pode ser feito com o potencial elétrico na Lei de Ampeére:

lazx = =1 == — s

* NOs vamos retornar muitas vezes a essas equacgoes.
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Transformacoes de gauge

* Uma outra escolha popular é o calibre de Coulomb (também chamado as vezes de “calibre de radiacao’, ou “calibre transverso’, por motivos que veremos adiante).

—_— —
* Nesse caso usamos a liberdade de gauge paraimpor o vinculo V - A = 0 . Desse modo as equacdes ficam:

— 1 t,_’/
—V?¢p = 4 , hence = —JdV’% ,
€ 4re | X — x|
2 —_
ia A __>2_>+i6Vd) _ ptT
cz or? cz ot

- Setomamos V - (...) das equacbes acima, nds simplesmente verificamos a Equacdo da Continuidade (uma condicdo de integrabilidade das Eqs. de Maxwell).

.
* A ultima equacao pode ser mais simplificada se observamos que tomando o seu rotacional, V X (...), nos livramos do termo do potencial elétrico . Mas e a corrente?...
* Podemos decompor a corrente numa parte de puro gradiente (“longitudinal”), e uma parte pura rotacional (“transversa”), assim como fizemos no Teorema de Helmholtz:

l=——VIdV’— e Jt=—V><V><JdV’_,—

| X — X 4n | X — X

* Usando a Eq. da Continuidade n6s vemos que a equagao para Xse decompde em duas. A primeira equacao basicamente nos retorna a derivada no tempo da Lei de Gauss:
—dp — 1 —0¢ —
> —V—=ulJ
cz ot :

* A segunda equacao fica agora simplesmente:

1 %A T T
C_szatz_ = HJy
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Transformacoes de gauge

—

- Note que no calibre de Coulomb o potencial elétrico ¢ (ao contrario do potencial-vetor A) nao obedece
uma equacao de onda.
- Mesmo assim, podemos relacionar os potenciais no calibre de Coulomb (A -, ¢) aos do calibre de

—
Lorentz (A ; , ;) , por meio da funcao A que relaciona os dois. Digamos que a gente comegou um
calculo no calibre de Lorentz, e queremos obter os potenciais no calibre de Coulomb:

Ac = AL+ VA e = d——

- Afuncdo A deve ser tal que o vinculo do calibre de Coulomb seja satisfeito:

—_— - — —

VA, V-(XL+VA>=O ,  portanto VzA=—V-AL

—

- Entdo, de posse da sua solucdo A ; nogauge de Lorentz, vocé deve resolver para A usando a equacgéo

—
de Poisson acima, e dai é sé substituir nas relagées para A -~ e ¢ .
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As equacoes do eletromagnetismo

* Aqui estao, portanto as leis da Eletrodinamica, como reunidas por Maxwell:

V-D= P (Lei de Gauss para o campo elétrico)
V = 0 (Lei de Gauss para o campo magnético) M/ %

i @ 5%/
N— Magar
VXH=J+— (Lei de Ampere)

2 Lot there be lipht’

i Y et there
A 0B
VXE=-— mo (Lei de Faraday)

VXE)———=/JT , ondecs2=1/(,u€)
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Proxima aula:

 Leis de Maxwell em meios materiais
« Condicdes de contorno

 Supercondutividade
« PROVA (P2):dia 12/11 (préoxima sexta-feiral)

* Leitura: Griffiths, Cap. 8

* Leitura complementar: Jackson, Cap. 6
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