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PME3100 Mecânica I 

DINÂMICA DO SÓLIDO 

 

3. Momentos e Produtos de Inércia (continuação) 

 

- Translação de eixos 

 

Sejam X,Y,Z eixos cuja origem é o centro de massa G do sistema, e x,y,z eixos paralelos a X,Y,Z 

respectivamente, com origem em um ponto O qualquer. Sejam (a,b,c) as coordenada de G em 

Oxyz. 

O momento de inércia em relação ao eixo Ox será: 

𝐽𝑥 = ∑ 𝑚𝑖(𝑦𝑖
2 + 𝑧𝑖

2)𝑖 = ∑ 𝑚𝑖[(𝑏 + 𝑌𝑖)
2 + (𝑐 + 𝑍𝑖)

2]𝑖 =  

= ∑ 𝑚𝑖(𝑌𝑖
2 + 𝑍𝑖

2)𝑖 + 2𝑏∑ 𝑚𝑖𝑌𝑖𝑖 + 2𝑐 ∑ 𝑚𝑖𝑍𝑖𝑖 + (𝑏2 + 𝑐2)∑ 𝑚𝑖𝑖   

Mas: 

∑ 𝑚𝑖(𝑌𝑖
2 + 𝑍𝑖

2)𝑖 = 𝐽𝑋   

∑ 𝑚𝑖𝑌𝑖𝑖 = 𝑚𝑌𝐺 = 0  

∑ 𝑚𝑖𝑍𝑖𝑖 = 𝑚𝑍𝐺 = 0  

∑ 𝑚𝑖𝑖 = 𝑚  

(𝑏2 + 𝑐2) = 𝑑𝑥𝑋
2 = quadrado da distância entre os eixos x e X 

Portanto: 

𝐽𝑥 = 𝐽𝑋 +𝑚𝑑𝑥𝑋
2  

Analogamente: 

𝐽𝑦 = 𝐽𝑌 +𝑚𝑑𝑦𝑌
2  

𝐽𝑧 = 𝐽𝑍 +𝑚𝑑𝑧𝑍
2  

Para os produtos de inércia: 

𝐽𝑥𝑦 = ∑ 𝑚𝑖𝑥𝑖𝑦𝑖𝑖 = ∑ 𝑚𝑖(𝑎 + 𝑋𝑖)(𝑏 + 𝑌𝑖)𝑖 =  

= ∑ 𝑚𝑖𝑋𝑖𝑌𝑖𝑖 + 𝑎∑ 𝑚𝑖𝑌𝑖𝑖 + 𝑏∑ 𝑚𝑖𝑋𝑖𝑖 + 𝑎𝑏 ∑ 𝑚𝑖𝑖 ⇒  

⇒ 𝐽𝑥𝑦 = 𝐽𝑋𝑌 +𝑚𝑎𝑏 

Analogamente: 

𝐽𝑦𝑧 = 𝐽𝑌𝑍 +𝑚𝑏𝑐 
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𝐽𝑧𝑥 = 𝐽𝑍𝑋 +𝑚𝑐𝑎 

Note-se que, para esta transformação, X,Y,Z devem sempre ter a origem no centro de massa G. 

Destas equações conclui-se que, para um sistema de eixos de mesma direção, o menor momento 

de inércia corresponde ao eixo que passa pelo centro de massa do sistema. 

 

Matriz de inércia (definição): 

[

𝐽𝑥 −𝐽𝑥𝑦 −𝐽𝑥𝑧
−𝐽𝑦𝑥 𝐽𝑦 −𝐽𝑦𝑧
−𝐽𝑧𝑥 −𝐽𝑧𝑦 𝐽𝑧

] 

 

Exemplo 3.1: Determine o momento de inércia e o raio de giração em relação ao eixo x da figura 

abaixo, sendo 𝜎 a densidade superficial da figura. 

 

Dados: 

 

𝐽𝑥 =
𝑀𝑅2

4
 

 

 

𝐽𝑋 =
𝑀𝑏2

12
 

 

 

Resolução: 

A maneira mais simples de se calcular o momento de inércia, neste caso, é por composição: 

 

𝐽𝑥,𝑓𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 = 𝐽𝑥,𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜 − 𝐽𝑥,𝑠𝑒𝑚𝑖𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜  

 

𝐽𝑥,𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜: Quadrado de lado 6a 

𝑀 = (6𝑎 ∙ 6𝑎)𝜎 = 36𝑎2𝜎 

𝐽𝑋 =
𝑀(6𝑎)2

12
= 108𝑎4𝜎 

Translação de eixos: 

𝐽𝑥,𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜 = 𝐽𝑋 +𝑀(
6𝑎

2
)
2

= 108𝑎4𝜎 + 324𝑎4𝜎 = 432𝑎4𝜎  

𝐽𝑥,𝑠𝑒𝑚𝑖𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜: 

𝑀 = 𝜋
(4𝑎)2

4
𝜎 = 4𝜋𝑎2𝜎  
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𝐽𝑥,𝑠𝑒𝑚𝑖𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜 =
𝑀𝑅2

4
= 16𝜋𝑎4𝜎  

Portanto, fazendo a composição: 

𝑱𝒙 = 𝟒𝟑𝟐𝒂𝟒𝝈 − 𝟏𝟔𝝅𝒂𝟒𝝈 = 𝟏𝟔(𝟐𝟕 − 𝝅)𝒂𝟒𝝈 

e, com a massa: 

𝑀 = 36𝑎2𝜎 − 4𝜋𝑎2𝜎 = 4(9 − 𝜋)𝑎2𝜎 

temos o raio de giração: 

𝑟𝑥
2 =

𝐽𝑥

𝑀
=

4(27−𝜋)

9−𝜋
𝑎2 ⇒ 𝒓𝒙 = 𝟐𝒂√

𝟐𝟕−𝝅

𝟗−𝝅
  

 


