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A Lei de Faraday

* Em 1831, Michael Faraday descreveu como a variagao no tempo do fluxo do campo magnético através de um
circuito fechado gerava uma diferenca de potencial ao longo desse circuito, e portanto uma corrente.

* Essas diferencas de potencial nao podiam ser atribuidas a um lugar especifico no circuito: ndo era como se uma
bateria fosse colocada num ponto especifico do circuito. Esse potencial induzido esta “distribuido” ao longo de todo
o circuito, e por essa razao é chamado de forca eletromotiva. Por essa razao, nés definimos essa forca em termos
da integral sobre o circuit:

Ap ~ E-AX = %=#dl-E
* A origem dessa forca esta no fluxo do campo magnético por dentro do circuito, ou seja, através de uma superficie:
O = JdS - B é o fluxo magnético pela superficie delimitada pelo circuito.

* A observacao feita por Faraday (que, por sinal, usa de modo fundamental a no¢ao de campo, que o proprio Faraday
introduziu) foi de que era a variac¢do no tempo desse fluxo determinava a forca eletromotriz:

d¢ - d —_— —
e=__8 o (J)dl-Ez——[ dS - B
C S(C)

dt dt

* E notavel que a Lei de Faraday introduz dois novos elementos no Eletromagnetismo: primeiro, ela connecta os
campos elétrico e magnético. E sequndo, ela introduz o tempo na jogada.

* O sinal na Lei de Faraday é conhecido também como Lei de Lenz: 0 campo magnético gerado pela corrente
induzida é no sentido de opor a mudanc¢a no fluxo de campo magnético externo através daquele circuito.
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A Lei de Faraday

* Uma propriedade interessante da Lei de Faraday é que uma mudanca no fluxo pode ocorrer de
dois modos basicos:

(i) nés mantemos o circuito fixo, mas aumentamos/diminuimos o fluxo — p.ex,,
aumentando/diminuindo um campo magnético externo;

(i) n6és mantemos a configuracao de campos fixa, mas n6s movimentamos o circuito de tal
forma que o fluxo pelo circuito muda.

* De modo a explorar essas relacbes, vamos considerar um circuito que se move com uma

velocidade V' numa regido com um campo magnético inomogéneo, como mostrado na figura.
O fluxo do campo magnético pelo circuito muda por causa do movimento do mesmo.

* Essa situacao é claramente idéntica a situacao na qual deixamos o circuito fixo e mudamos o
campo nha posicao do circuito — por exemplo, movendo um ima para mais perto do circuito. E
evidente que as duas situacdes devem gerar exatamente a mesma corrente induzida nesse
circuito.

* Entretanto, note que, no referencial do “laboratério” (no qual é o circuito que se move), o campo
fica constante. Mas nesse caso, como devemos lidar com a Lei de Faraday, ja que ela se refere a
variacao do fluxo por um circuito que se move. Temos entao:

. d R
ﬂgdl-E=——J’ dS - B
c dt Jgc)
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A Lei de Faraday

* Noés podemos encontrar o modo correto de fazer esse célculo usando, na integral do fluxo magnético, a referencial de repouso

—_— —_— —_— A
do circuito, x . = x — Vv't, no qual o circuito (e portanto a superficie) fica fixo. Temos entao: A
—_
7T = [ = [ d g — —_— — V
. [dB [(ox. = \= = B o =\=
=-| a5 | (S V) F|=-| a5 |- (VoY) B
Jso) i ot ot S(C) ot
- Esse ultimo termo pode ser re-escrito usando (V" - VB=7(V -B)=VX(VxB)=-VxX(Vx B),levando a:
S ~ |oB - . =
dl-E=-| dvs. 7+VC><<v><B>
C S(C) >
* Agora, usamos o Teorema de Stokes para passar o ultimo termo para o lado esquerdo, e chegamos em: >
dl-<E+v><B>=— ds - 2=
c S(O) ot

Esse argumento é uma

* O que fizemos foi, de fato, expressar a Lei de Faraday no referencial do “laboratério’, onde o campo magnético é estatico. Assim,
o lado esquerdo tem que ser o campo elétrico no referencial do circuito! E de fato, o que encontramos é justamente a Forca de
Lorentz!

simplificagdo: aqui na verdade

nos deveriamos usar as

transformacgdes de Lorentz!
Entretanto, a Lei de Faraday
permanece exatamente valida,

.

* Portanto, mesmo que o campo magnético seja completamente estatico (0 B /dt = 0), ainda assim ocorre indugao no circuito,
devido ao fato de que o circuito esta se movendo, e portanto as cargas disponiveis no condutor sentem a forca de Lorentz
associada com a movimento delas junto com o circuito.

como derivamos!

* Em outras palavras: no referencial onde o campo magnético é estatico, a circulagao dos campos elétrico e magnético que
surgem na forca de Lorentz se cancelam exatamente! (Note, porém, que as cargas se movem dentro do circuito: é a“circulacao”
que cancela!)
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A Lei de Faraday

* De qualquer forma, a Lei de Faraday pode ser portanto expressa de dois modos: em
sua forma“global’, ou integral, ela nos diz que:

- — d — —
cjgdl-Ez——J iS - B
C dt Jgc)

* Por outro lado, podemos usar o Teorema de Stokes para chegar a uma lei na forma

local, ou diferencial: i y )
- — > > > — aB , T ‘/’ <
al-E=| d5-(VxE)=-| d5-—
¢ 2O S(©) o b —
— — aﬁ . : \r
VXE=—— S
at 4 A, N
* Em caso de duvida num dado problema, é util recorrer a forma diferencial da Lei de ’
Faraday, e dai fazer as integracoes necessarias.
* A Lei de Faraday nos diz que uma varia¢do do campo magnético no tempo leva a uma
circulacao do campo elétrico.
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Energia do campo magneético

* Como visto acima, a Lei de Faraday em seu formato local nos diz que:

* Para uma discussao sobre energia, é Util retorna a nocao de forca eletromotiva:

dDy
dt

%:ﬂg dl - E =
C

* Essa forca eletromotiva realiza trabalho nas cargas que se movem por esse circuito. De fato:

- — — — dW
(1d1>-E=3§ (dq7)-E=<Jg iF. v, =22
CJ;C c q i q q dt
* Portanto:
dw _  dd,
dt dt

* Vamos considerar o que isso significa para um circuito que permanece fixo, a medida que aumentamos o campo magnético desde zero até um dado valor.

* Podemos expressar o trabalho feito durante esse processo como:

dwW . 0B 00— — 0 RN
— =] dsS — =— dS-—(VxA) =—]— dS-(VxA)
dt S(C) ot S(C) ot ot S(C)
0 - —
=—I—Q dl- A
or ).
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Energia do campo magneético

—_
* A expressao acima nos da o trabalho realizado pela forca eletromotiva para um circuito que carrega uma corrente fixa /, a medida que aumentamos o potencial-vetor A

—

(ou, de modo equivalente, B):

dw - 0A
— =—Ip dl - —
dt c ot

* Portanto, a energia que é transferida do campo magnético para o circuito é idéntica mas com o sinal contrario:
dU, o\ 0A _ 0A
By <Idl>-—= (Jdv)-—
dt c ot ot

* Nesse momento podemos usar a Lei de Ampére para expressar a densidade de corrente em termos do campo magnético of the magneticfield, VX H = J :

dUs [ . /= —\ 0A — (= A\ — [— 04
s _ dV(VxH)-—z av B ([VxZl )1 +v. [ FxZE
dt ] ot ot ot

= |dV |H - | — +<J; dS - |HX— — JdV H | —
) ot S ot ot

—_ —
* Finalmente, assumindo uma relacdo constitutiva linear entre B e H , obtemos:

dU. 0 1 —
— B Jdv

[

EH . B - Pp = EH . B éadensidade de energia do campo magnético.

di ot

* Junto com o resultado para e energia do campo elétrico nés obtemos a densidade de energia total do campo eletromagnético:

1

=g =g 77 = 7 ~ ‘. . ’ .
PEM = > (D -E+ H - B> ,  que é aexpressao correta, final, e relativistica!
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Difusao magnética

* Considere um campo magnético que varia lentamente na vizinhanca de um material condutor, de tal modo que o campo
elétrico e as correntes induzidas naquele material ndo sao muito fortes.

* Para um material condutor, a corrente é proporcional ao campo elétrico induzido, de acordo com a Lei de Ohm:

—

J=0cF , onde ¢ é a condutividade do meio.

* Temos entao que a Lei de Ampeére toma a forma:

VxH=J=0E < VXB=ucE

Mas como a Leide Faradayé V X E = ——— , obtemos Vx(VxE>=——=—,u0—
ot ot ot

o que leva a:

V(V-E)—V E=—po—

—_— —
+ Como ndo temos cargas livres nesse problema, V - E = 0, e portanto:

- OF
’E = /wa— , que se chama equacdo de difusao.
t
* De modo similar, é possivel derivar uma equacao para 0 campo magnético e para o potencial-vetor:
VA =puyo— , ou VB =uoc—
ot ot

Ho
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Difusao magnética

* A equacao da difusao magnética nos diz que um campo magnético que muda com o tempo é capaz de penetrar
num meio devido aos campos e correntes induzidos, que geram outros campos, que geram outras correntes, e
assim por diante.

+ Como fica claro pelo nome, a “difusao” neste caso se refere a maneira como o campo magnético entra no -

material, que é similar ao modo como o calor se difunde dentro de um meio. De fato, temos:

V\

o7 AA oA AA -
N — N OoO—— O — ’
Az KO THOTA

Podemos interpretar essas relacdes do seguinte modo: numa escala de tempo Af, a escala de distancia da

difusdo é Ax ~ 1/ At/uo . Essa escala se chama“pele” do material, que depende da frequéncia de oscilacao
do campo magnético.

+ Como exemplo, considere um material de permeabilidade magnética y e condutividade ¢ ocupando a regiao

— .
z <0, e que temos o vacuo em z > 0.Vamos super que na regido z > 0 temos um campo H, = Hye'”" X.

* As condicdes de contorno significam que:

Aﬁ” = KxA—0 (ndohacorrenteslivres) , e AB, =0

—
* Mas nesse caso nao ha campo na direcdo z , ja que a Unica componente do campo magnético é H ~ X, o0 que
significa que as correntes induzidas na superficie s6 poderiam ser na direcdo y. Portanto, tentamos o ansatz:

H_.=H, f(z)e™3
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Difusao magnética

* Substituindo esse ansatz na equacao de difusao temos:

2 2
dd_z2 |H, f(z) e™'%] = ,LtO'% |Hy f()e™'%] = e iwpcf(z)
* Essa é mais uma daquelas solu¢des exponenciais/trigonométricas, exceto que a frequéncia nao é real ou imaginaria, mas complexa:
f@Q)=f,e“+f e , com ¢*=iouc
* Essa equacao pode ser facilmente resolvida usando i = e™? e assim:
g = (eiﬂ/za)'bm)l/2 _ ein/4\/m _ 1\/‘;"\/@

* Claramente, na regidao z < (0 temos apenas a solucao que decai, ~ e¢%* (note que nesse passo utilizamos a condicao de contorno de que
0 campo vai a ser no infinito espacial, z = — ©00), 0 que nos deixa com a solucao:

141
NG

ﬁ<=H0exp[

\Jouo z] ey
* Definimos a“pele do material” (skin depth) como:

WU

= = H_=H,e" cos(wt +2/5) %

* Eu vou deixar como um exercicio para vocés mostrarem que o campo elétrico e a corrente superficial induzidos sao dados por:

—

5
E_=t

\/5

0
< H, e® cos(wt +z/6 —37/4)) , com J =cE , demodo que J dz J(z) = — Hycos wt !

—
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Inducao: exemplos

O exemplo mais trivial € um circuito circular de raio R, com secdo de area a (muito pequena). Vamos calcular a inducao nesse
circuito, e a poténcia dissipada.

O fluxo do campo magnético através do circuito de raio R é:
®, = 7R? B cos 0

Uma forca eletromotriz sera gerada se (i) nés aumentarmos a intensidade do campo, ou se (ii) nds girarmos o disco.

Vamos tomar um fio neutro, de condutividade & . Nesse caso podemos pensar nas cargas negativa se movendo numa direcao,

e as cargas positivas se movendo na outra direcao:

F+=+qf e F_=—gE , mas FTm=F++F_=O

Entretanto, cada uma das cargas se move no sentido hordrio ou anti-horario, mas sao as cargas negativas que estao de fato se
movendo (lentamente) pelo condutor. Se esse movimento esta num regime estacionario (aceleracao nula), temos:

dW — — - — — — —
P="r= dp.vzﬂg(dqv’)-E:fl;(ldl)-E:J (JdV)-E:aJdVEZ
\%

Como o fio tem comprimento 2zR e E = 2z R & temos:

d®y , dB | R o )
&, =— 7 = — 7R ECOSQ = E=—5RB cosf@¢@ , eportantoa poténcia dissipada é:

— — 07[aR3 .
P=0V;, E*=0(a2aR) E* = TB2 cos 6?

Ok, entdo essas correntes acabam sendo dissipadas na forma de calor, cuja origem é, em Ultima andlise, a bateria que gerou o
campo magnético externo dependente do tempo.
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Inducao: exemplos

Agora, considere um disco condutor de raio R, feito de muitos fios finos, circulares, concéntricos.

O fluxo do campo magnético através de um circuito de raio r é:
Dp(r) = 7r’ B cos 0
A forca eletromotriz num circuito de raio r sera:

do dB
&, = ——L = — 22— cosb
dt dt

Suponha agora que temos um numero arbitrariamente grande de loops perfazendo esse disco. Nesse caso, a
soma das forcas eletromotrizes poderia se tornar arbitrariamente grande !? O que esta acontecendo?...

Numa situacao realistica, em cada um dos circuitos a variacao do fluxo gera uma corrente que circula de forma a
opor a mudanca do campo externo (Lei de Lenz). As correntes sao proporcionais as resisténcias de cada um dos

circuitos, o que (no caso de fios homogéneos) é proporcional ao comprimento dos circuitos, 2z r . Portanto:
—
J

r

— - — %r
=¢E, , &=0dl-E, = I~—L~v
- r

Ou seja, a corrente cresce de forma mais ou menos linear desde o centro, e as correntes induzidas num circuito
oferecem uma “reacao” que afeta os outros circuitos, e assim por diante.

Uma outra maneira de pensar sobre essa questao é por meio da auto-indutancia de um material com um dado
volume. Nés vamos retornar a essa questao brevemente.
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Inducao: exemplos

* Agora vamos retornar ao caso de um circuito individual, de raio R, mas vamos tomar um circulo feito de
material isolante, no qual colocamos algumas cargas g em intervalos regulares — vocé pode imaginar uma
densidade linear de cargas 4 .

* Vamos perguntar o que ocorre quando induzimos uma corrente nesse circuito, pela variacao do fluxo ‘ ’)

magnético. A poténcia transferida ao circuito pela variacao do fluxo é dada por:

dW - — — - — -
P=7= dF - v =ﬂg(dqv)-E=ﬂg(/ldlv)-E
* Claramente o anel vai comecar a rodar, com uma velocidade angular w tal que v = wr . O calculo acima
mostra que:
| 5
P =1Q2xnr)(wr) —ErB cos@ | =—Awnar B cosf

* Ou seja, essa poténcia esta sendo convertida na rotacao do anel, cujo momento angular comeca a crescer.

* OK, claro, a energia para realizar essa rotacao vem da fonte do campo externo, e 0 campo magnético
transmite essa energia desde a fonte até o anel. Aula 27 da

Feynman Lectures on
Physics

* Isso mostra que o o anel adquire momento angular! Mas... de onde veio esse momento angular??

* Esse exemplo demonstra um fato incrivel: os campos magnéticos (e de modo geral, os campos
eletromagnéticos) carregam momento angular, e esse momento angular pode ser transferido dos campos
para o material com o qual eles interagem — no caso, o nosso anel!
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Correntes de Eddy/Foucault

}l( yay
OO,
* Quando um campo magnético dependente do tempo entra num (D m(D (J

condutor, ele induz correntes em todo o condutor. —J‘FO (\) /
« Essas correntes sao chamadas de correntes de Foucault (ou —

correntes de Eddy). Mas onde exatamente estariam essas correntes?

« Devemos sempre lembrar que as leis do Eletromagnetismo sao / /
locais: 0 que ocorre numa regiao microscépica é determinado pelos
campos haquela regiao microscopica.

+ Correntes de Eddy sao induzidas de um modo totalmente local, mas
o modo como essas correntes se combinam, em dominios que se /
juntam ou se partem, depende de modo essencial da forma e da
geometria do material, pela estrutura cristalina, e até mesmo dos
defeitos no material. O efeito final sao correntes que podem
“parecer" macroscopicas, mas que tém fontes estritamente
microscopica, e fundamentalmente local!
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Supercondutores

* Um exemplo radical de material que é capaz de gerar correntes de Eddy extremamente altas é um supercondutor.

* Num supercondutor a resisténcia é praticamente nula, R — 0: as cargas podem se mover de modo totalmente
livre, sem nenhum obstaculo e sem perder energia. Isso significa que uma forca eletromotriz, por menor que seja, é
capaz de induzir correntes que podem ser arbitrariamente grandes, pois / = &/R !

* O campo magnético gerado por uma corrente induzida vai crescer e crescer, até que o campo externo seja
completamente cancelado, eliminando o préprio campo magnético externo! E quando chega nesse ponto, as
correntes se estabilizam e o campo total dentro do material é nulo!

* Numa visao microscopica, vocé pode pensar em correntes de Eddy como dipolos magnéticos que cancelam o
campo magnético externo, de modo parecido com o que ocorre com cargas num condutor, que sao mobilizadas
dentro do condutor até que elas cancelam completamente o campo elétrico externo.

* Isso significa que se vocé tenta aproximar um ima de um supercondutor, um campo magnético oposto aparece
(devido as correntes de Eddy), que cancela o campo magnético dentro do material, e resulta numa forga repulsiva.

* De modo analogo, se vocé tem um ima perto de um supercondutor e tenta tird-lo de 13, vocé também vai
encontrar uma forca que opde o seu movimento — nesse caso, uma forga atrativa.

* Podemos até mesmo definir a “pressao magnética” de um campo magnético num supercondutor, usando um
argumento de energia:

* Esses conceitos formam a base para a idéia de experimentos e aparatos de “levitacao", que vocés ja devem ter
visto por ail [Vamos agora assistir um videozinho legal no YouTube: https.//www.youtube.com/watch?v=zPqEEZa2Gis]
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Proxima aula:

Exemplos e exercicios com inducao

Indutancia mutua e auto-indutancia

Derivacao alternativa da energia do campo magnético

Leitura: Griffiths, Cap. 7

Leitura complementar: Jackson, Cap. 5
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