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Introducao

@ Entender precos de acbes

@ Equity premium: retorno de acles tende a ser mais alto do que de
titulos publicos
@ Agentes s3o avessos ao risco
» Retorno de acSes é mais volatil e positivamente correlacionado com o
estado da economia
» Titulos piblicos = ativo livre de risco
@ Quantitativamente, qual o grau de avers3o ao risco necessario para
gerar a diferenca de retorno entre acGes e titulos publicos?



Modelo de Lucas

Economia de dotacdo
Tempo discreto: t € {0,1,2,...}
Continuo de agentes idénticos, distribuidos no intervalo [0,1]

Cada agente possui uma arvore

No inicio de cada periodo t, cada arvore produz dividendos (“frutos”)
yt (ndo estocavel)

Y € {Y1;Y2aY37---Yn} =Y

@ y; segue processo de Markov, com distribuicdo f(y:11|yt)
» Elementos de uma matriz de transicdo P

yo dado



Ativos

Dois tipos de ativos:

@ Ativo sem risco: b
» Paga 1 unidade de consumo no periodo seguinte, independente do
estado da natureza
> byy1: ativos adquiridos em t, e que vencerdo em t+1
> q:: preco do ativo adquirido em t

@ acdes (“shares”) da arvore: s
» Prometem pagar uma sequéncia de dividendos, que dependem da
realizacdo da dotacdo agregada
» Agente com s; acOes recebe s;y; na forma de dividendos no periodo t
> p¢: preco da acdo em t



Agente representativo

@ Preferéncias:
U= EO Z BtU(Ct)
t=0
@ Restricdo orcamentaria em t:

Ct + Pe(Se1—5t) + qebry1 < b+ Sty:

@ sp=1, bg =0, yp sdo dados
» Variaveis de estado



Agente representativo

@ Lado direito da restricdo orcamentéria: fontes de recursos do agente
em t

» b; = Titulos adquiridos em t —1, e que vencem em t
» s:y; = Dividendos das acGes recebidos em t

@ Lado esquerdo da restricao orcamentaria: usos desses recursos em t

> ¢; = consumo

> pt(st11—s:) = aquisicdo de novas acdes em t (com sinal negativo se
acBes sdo vendidas)

> g:+brr1 = aquisicdo de titulos que vencerdo em t+1

@ Em equilibrio, como os agentes s3o idénticos:

51_-:].
thO

Ct =Yt



Equacao de Bellman

@ Variaveis de estado:

» Estado individual: s,b
» Estado agregado: y

e Funcdes preco: p(y),q(y)
@ Problema do agente representativo:

V(s,b,y) = max  u(c)+BE[V(s,b,y')ly]
c,s,
sa: c+p(y)(s'—s)+a(y) b’ <b+sy

> y' segue um processo de Markov com distribuicdo f(y'|y)



Equacao de Bellman

V(s,b,y) = rpg;;{u (b+sy—p(y)-(s'=s)—aly)-b')+

BY [V(s by (y'!y)}}

Jiey
CPO's

[s']: ucp(y) =B ;Y [Va(s', 6, y") - £(y'1y)]
[b']: ucq(y ﬁyZ [Va(s', 0, y") - £(y'|y)]

y'ey



Equacao de Bellman

Envelope:

Vi(s,b,y) = uc-[p(y) +y]
Va(s,b,y) = uc

Adiantando um periodo:

Vi(s', b, y") = ue - [p(y') +/]
Va(s', b, y') = te



Agente Representativo
Temos, entdo:

uep(y) =B Y [ue-(p(y)+y)- £ ly)]

y'eY

1
pt = ﬁ Dot (P41 + ye+1)

Ct

ucq(y) =p Z ue - f(y |y

y'ey

aty) = e l]

_E, [5 Uc,t+1}

Uct




Equilibrio Competitivo Recursivo

@ Uma fungdo valor V(s,b,y)

@ Regras de decisdo para agente representativo: c(s,b,y), s'(s,b,y),
b'(s,b,y)

© Fungdes pregos: q(y), p(y)

Tais que:
e Dado (3), (2) resolve o problema do agente representativo

@ Mercados em equilibrio:

b'(s,b,y) =0
s'(s,b,y) =1
b=0
s=1
c=y



Preco da Acao

_ BE: [uc t+1- (Pe+1+ Yer1)] N
Uc,t

UctpPr = BE¢ [uc t41 - pry1] + BE¢ [uc t41 - Yer] (1)

Pt

@ Adiantando um periodo:

Uct+1Pt+1 = BE: 1 [Uc7t+2 “pey2] + BEr+1 [Uc7t+2 “Yira]

@ Aplicando E;(+) dos dois lados:

E; [Uc,t+1 : Pt+1] = ﬁEt {Et+1 [Uc,t+2 : Pt+2]}+ﬁEt {Et+1 [Uc,t+2 '}/t+2]}



Preco da Acao
@ Da lei das expectativas iteradas:
Et {Ett1 [Xevo]} = Et [Xeto]
e Logo:
E¢[uct+1- pet1] = BE¢ [uct42 - pet2] + BE: [uc e42 - Yet2]
@ Substituindo na eq. (1):

Uc,tPt = ﬁ {ﬁEt [Uc,t+2 : Pt+2] + BEt [Uc,t+2 ')/t+2]} + BEt [Uc,t+1 ')/t+1]
= ﬁ2Et [Uct42 - Pesa] + ﬁ2Et [uct42 - Yer2] + BE¢ [Uc t+1 - Yey1]

@ Repetindo o procedimento infinitas vezes:

PtUct = Z B'E, [uc.t+) - Yet)] —}—J!Lm B'E, [Uc.t4j " Pet]
Jj=1 =



Preco da Acao

o Em equilibrio:

pet'(yt) Z BJEt "(yetj) - }/t+j] + lim B/E; [U/()/t—&-j) : Pt+j]
—— 3 Jj—reo
(A)

(B) (©)

@ Em equilibrio, agentes devem segurar sua dotac3o inicial (i.e., s = 1),
para sempre
> Isso implica que (C) deve ser igual a zero

@ Na expressdo acima:

> (A) = ganho marginal de vender acdes, em s; =1
» (B) = utilidade marginal de segurar 1 ac3o para sempre



Preco da Acao

Se (C) positivo, i.e., (A) > (B), entdo agentes gostariam de vender
acoes

Se (C) negativo, i.e., (A) < (B), entdo agentes gostariam de comprar
acoes

» Essas duas situacdes sdo inconsistentes com equilibrio de mercado

@ Logo:
- BJUKYFH)
pr = E; N Y+
L; ) Y
@ Ou seja, preco da acdo é o valor presente esperado dos dividendos

futuros



Equity Premium Puzzle

@ Mehra & Prescott (1985). “The equity premium: A puzzle" Journal
of Monetary Economics.
o Entender quantitativavemente diferencas de retorno entre acoes e
titulos publicos
» Mercados completos
» Utilidade CRRA

o Referéncia da aula: Romer, 3rd edition, cap.7.



Precos de ativos

o Considere um ativo qualquer e
e Bu'(ces1)diyy
t =B | ——————
u'(ce)
@ No caso de acdes:
dii1 = Pr+1+Ye+1

@ Retorno do ativo e:

de1
rf+1 = Tg -1
@ Substituindo na eq. (2):
Bu'(cer1)(T+ripy)

1:]Et

u'(ct)



Preco de ativos
@ g;: taxa de crescimento do consumo

Ct+1
1= —1
8t+ c

o Utilidade do individuo: CRRA

1—}/71
u(c) = ¢

1-vy
@ Substituindo na eq. (3):

1/8 =E. [(Cgl)_y(1+rf+l)

1/B=E¢[(14ge41) " (L+ri)]

@ Supondo g e r iid ao longo do tempo (expectativa condicional =
expectativa ndo condicional)

1/B=E[(1+ge+1) "(1+rf)]

=u(c)=c"

-




Expansao de Taylor

F(r.g)=(1+g) "(1+r)

@ Expansdo de Taylor de 22 ordem em torno de r = g = 0:

oF OF
F(r,g)~ F(0,0)+ (r=0)+5=| -(g—0)+
9 |00) 9€ | (0.0)
192F 10%F d2F
Al Y L (r—0)(g—0
297 | 00 (r—0) 2987 |00 (g—-0) 7198 00) (r—0)( )
OF - oF L
S =01+ 7= Erie —y(1+r)(1+g) "t
92F 92F
52 =0 2g2 — rr+1+na +g)"?
92F o
Jrog = Yate)




Expansao de Taylor

@ Substituindo:
1
F(r.g)=1+r—yg+ n(y+1)g" —yrg
@ Logo:
_ 1
E[(1+g) "(1+1r)] = 1+E(r) - YE(g) + 5 v(v+ 1)E(g?) — YE(rg)

= 1+ E() - 7(g) + 5 ¥y + 1) [var(g) + {E(g))
~ 7leov(r.g) + E()E(g)]

o Como E[(1+g) " (1+r¢)] =1/B, temos:

1/B ~ 14 E(r) ~ 7E(g) + 31y +1) [var(g) + (E(s))?
~ 7leov(r*. ) + E(r)E(g)]



Expansao de Taylor

e Com periodos de tempo curtos, E(r)E(g) e {E(g)}* sio pequenos
em relacdo aos demais. Logo:

1
E(r®) = 1/B —1+7vE(g) — 5 ¥(v+1)var(g) + v.cov(r®, g)
@ Para um outro ativo f qualquer:
1
E(r") = 1/B —1+7E(g) - 5 ¥(v+1)var(g) + v.cov(r' . g)

o Diferenca de retornos:

E(r&)—E(rf) =y [cov(re,g) - cov(rf,g)]

=vy.cov(ré—rf. g)



Mehra & Prescott (1985)

e U.S. 1890 -1979

@ Acdes: S&P 500, incluindo dividendos

@ Ativo livre de risco: titulos de curto prazo do tesouro americano

@ g: taxa de crescimento do consumo per capita (n3o duraveis +
servicos)

@ e: acoes

f: ativo livre de risco



Equity Premium Puzzle
o Equity Premium: E(r¢) —rf ~6%

@ Excesso de retorno:

Grefrf == 167%
corr(ré — rf,g) = 0.40
0y =3.6%

cov(r®— rf,g) = corr(r®— rf,g) “Ge_,r-Og
=0.40-0.167-0.036
=0.0024

@ Temos, entdo:

6% = 7-0.0024 =



Equity Premium Puzzle

Esse valor implica uma taxa de aversdo ao risco muito alta

Exemplo: loteria que paga ¢ com prob. 1/2, e 0.8C com prob. 1/2.

> Se y=25, quanto um individuo estaria disposto a abrir m3o para evitar
esse risco?

Considerar loteria que paga A¢, com certeza
> Individuo indiferente entre as duas loterias

A é tal que:

;(Fi;l) +1 ((0.86)‘24—1> _ (Ae)"24 -1




Equity Premium Puzzle

@ O valor y=25 consegue gerar uma diferenca de retorno com
magnitude como nos dados

@ No entanto, produz taxas de retorno com magnitudes elevadas

> Individuos muito intolerantes a variar consumo no tempo, demandam
taxas elevadas

@ Risk-free puzzle: taxa de juros livre de risco muito elevada, quando
comparada aos dados

E(") % 1/B — 1+ 7E(g) — 5 ¥(y-+ Dvar(g) + v.cov(r" )



