ungoes de Bessel




Coordenadas Cilindricas : y ( p, ¢, z)

Vi + Ky = 0;

P(p, ¢, 2) = P(p)®(p) Z(2) z
'P
&’z
[Za o -
2 p
% = -m*® 0
dP

252 _ m?2 _ Equacao de
TN (n P )P s « Bessel




Simplificando...

d’p  dP
7 adall 2,2 _ 2\p —
p dp2+pdp+(n p:—m2)P =0
X
np = e y(x) =P (1_1)
Paranreal
d*y dy Equacdo de Bessel
xz@-l_xa_l_(xz_mz)y:o de ordem m

Paran = in

d?y dy Equagdo de

Tz txg (4 m?)y = 0| essel Modificada

2

X

» Método de Frobenius (série de poténcias)




Equacao de Bessel

e ordemm
x2g+xg+ (x2—m?)y=0

PROCURAR AS DUAS SOLUGOES LINEARMENTE V(X) = Ay, (X)+By,(X)
INDEPENDENTES DESTA EQUAGAO

y1(X) € yy(X)




d’y dy
2 2 —
a2 g T mmiy =0

x2

Procurar solugoes do tipo Séries de Poténcias:

oo

y(x) = E ay xt
k=0 2+ 2
— - -
Equacao indicial Eo< A B”O of = -y
2 A~
of — o+ A &

k=0 — ao[OC(OC—l)]-I.-a—mZ]=O

.
Ja0¢09a1=mea2=-m \

2
k=1- ayf(a+1)2-m?| =0 @_H\:%Q/

/O<:\vm+\

a,#70 > a,=I+me a,=1-m  — Escolhe-se a@gr\ — T NS o, =-m +)




Relagao de recorréncia, a, #0 ea=m

a,;, = — S a
k (k+a)2—m2 “k=2
i (-1)™Mm! B
Dok =~ hagemy 0 %= @Tm) 1

D™

a —-
22k+mE1(k+m)!

Primeird solugao para equacao de Bessel (para m inteiro)

(o]

—1\k +m
Y10 = Jm(®) = ) = Ek fm)! (g)n

k=0

J, € a funcdo de Bessel de 1°. espécie e ordem m

Esta série converge para todo intervalo finito;
J ,(x) esta definida para todo valor de x real ou complexo




Im(X)
1 Jo

A funcdo nao tem problema de convergéncia para qualquer valor de x.




A outra solugcdo para a = - m é:

Q0o

(—l)k 2k-m
%)

y2(x) = J-m(X) = ) 0 k—m)i\2
k=0

Seriam as solugoes J.(x) e J_.(x) solugoes

linearmente independentes (LI)?




Para obter as solugoes LI deve-se calcular o
wronskiano destas solugoes:

Chamamos de funcdes linearmente independentes, duas fungdes y,(x) e y,(x)
que satisfazem

C,y1(x) + C,y,(x) =0 paratodo x,seesomentese C; =C, = 0

em outras palavras, ndo podemos escrever y,(x) = Cy,;(x), C # 0.

Se fosse possivel escrever y,(x) =Cy.(x), C #0 as 2 solugbes seriam
linearmente dependentes e teriamos o sistema de equacdes diferenciais

y2(x) = Cy;(x)

I d_)’)
¥, (x) = Cy;(x)

' ===

cuja solucéo é Wi (O ix) = v () ys(x)

y1(x)  y2(x)

) i) = y1(0)y,(x) —y1 () y.(x) (5)

Wiy, (x),y.(x)] = W(x) =

da equacao (5) vemos que se y;(x) e y,(x) sdo_linearmente independentes
entdo, W(x) #0




sen(mm)

WUm r]—m) = —2 Y

v Sem =n éinteiro - J,(x) eJ_,(x) = ndo sdo LI, pois

W=0.E j_ (x)=-1D",,Kx)

v' Se m = v ndo é inteiro —» J (x) e J (x) sdo LI.



Segunda solugcao para equagado de Bessel
(para v = m inteiro)

sen(mm) 0

Como: W(J,,,J-m) = —2 —

Precisamos procurar uma solugao que seja Ll de J_(x)

$

Funcoes de Bessel de segunda espécie ou
Funcoes de Neumann

Jy(x)cos(vm) —J_,(x)

sen(vm)

y2 (x) = N,(x) =

N, (X) e solucéo da equacgéao de Bessel para v_nao inteiro, pois €
uma combinacao linear de J e J_,, que sao solucdes LI .




E para v — n ( n inteiro) também é solugado.

J,(x)cos(vm) — J_,(x) Notacdo:

Ny(x) = sen(vm) N,(X) =Y (x)

Pode ser mosirado que para qualquer valor de v inteiro ou nao, que:

2
WUH :Nn) = a

Assim, a solugdo mais geral da equacado de Bessel sera:

y (x) =A4J],(x) + BN,(x) —> Paraqualquer valor de v

Particularmente, para v nao inteiro:

v J(x) edf)sdoll. ——> Y&x)=AJ,(x)+B]_,(x)




Npm(X)

06 - No(X) N () .
04 | 2(X) Na()  Nyx) Ng(x)
D_; 1 3 4 5 /3)3)40 X
04
06 [
o8| y (x) = A],(x) + BN, (x)
1

A fungao N,,(x) diverge se x pequeno, para todos os valores de m.




Equacao de Bessel

,d°y  dy

x ﬁ+xa+(x2—m2)y=0
Equacao de Bessel
Modificada
X = iX

x2d2y+xg—(x2+m2)y=0

dx2 dx




d’y dy
-7 A 2\, —
dx2+xdx X“+m )y 0

.1'.'2

Primeira solug¢ao para equacao de Bessel Modificada
(para m inteiro)

— 1
I (%) = kZok’ (k +m)! (;)

Funcdo de Bessel modificada de 1a. Espécie e ordem m

2k+m

Existe uma relagao entre /_(x) e J_(x) dada por:

In(x) . (_i)n ]n(ix)




|, (X)

' — X
2 4 /]

A fungao I ,(x) diverge se x cresce, para todos valores de m.




Funcao Geratriz para n inteiro

Bessel :

GBessel(x t) e exp (t _ 1)] z ]n(x) t"

n=—~oo

Bessel Modificada:

G Bessel Mod — exp (t + 1)] Z I (X) t"

n=—~oo



Relagoes de recorréncia para
as funcoes de Bessel

2
Jnt () +Jna @ = = Jn(® G

Jnc1 () = Jna1(®) = 20 (%) &)

Jn1(0) = ZJn(@) + Jo@)
Jrs1(0) = = Jn(X) — Jn(2)
G [xnln(x)] = x" ]n—l(x)

dx
d —-Nn - —-Nn
X)) = =2 s ()




Relagoes de recorréncia para as
fungcoes de Bessel Modificadas

Iv+1(x) N Iv—l(x) — ZI;/(x)

[,@) = I () + < L@

, vV
I,(x) =1,_4(x) — ;Iv(x)

2v
Iv—l(x) U Iv+1(x) = TIV(x)




Segunda solug¢ao para equacao de Bessel Modificada
(para m = v nado - inteiro)

Funcoes de Bessel Modificada de segunda espécie

7100 = Ky®) = g2 10 = (D7

\ 4

K, (x) é solugdo da equacdo de Bessel para v ndo inteiro, pois é uma
combinagdo linear de J,,e J_, que sdo solugdes LI .




Resumo Equacdo de Bessel de ordem m

d’y dy
2

+

Y axz " N ax

+(x2—m?)y=0

1%. espécie

(—D)*

X 2k+m

7@ = In@ =) v mi(2)
k=0

23

. espécie

y2(x) =N, (x) =

Jy(x)cos(vm) — J_, (x)

sen(vm)

Solucao Geral

y (x) = AJ,(x) + BN, (x) —» Para qualquer valor de v

y(x) =AJ(x) +BJ_(X) — Somente para v néo-inteiro




I I 1 1 | I I I 1 1 | | I I I 1
3.5 ‘ t
_ |l . ]
3.0 . : Ui
[ | \ K, ====1 |
2.5 “\ ' S0
| \ ,“ \ Kg(x) .......... |
| \ \
2.0 | \ 1‘ \ ‘

\, \
-\ *
i \\ 2 . .
Y N ',
~ ~ .
N e
~ .
| — h""‘-ﬁ‘.‘-:"a L.
] ] ] ] I ] ] ] ] ] | I | | ] ]
0 1 2 3 4
X

A fungao K, (x) diverge se x pequeno, para todos os valores de m.



Equacao de Bessel Modificada
ReSU mo de ordem m

1::!2 dy
E+IE_ (x2+m?)y=0

1%. espécie

- 1 2k+m
y1(%) = Im(x) = Z k! (k +m)! (g)
k=0

27 espécie

I_, I,
y2 (X) = K, (%) = E 3(:31 (m)(x)

Solucao Geral

y (x) = CI,(x) + DK,(x) — Paraqualquer valor de v

y(x) =Al (x)+B 1 (X) — Somente para v ndo-inteiro




Bessel
Jm(X) N

3
~
X
N

04

02

0.2

0.4

06

08

Bessel Modificada
.,(X)

3.5 :
19 "‘ \ i
3.0 - ; : K0d
"l i H K ) —=== |
25 e ey
\ \ Y K () wemeeseses
i ‘ ) : i
2.0 ) i 2
5 1.5
1.0
0.5
N ]
0.0
— X
& 0 1 2 3 4




» Mostre que a solucdo da equacao (1)
é dada pela equacdo (2).

d?y d’y dy
Tx? + Xy =0 (1) IZE+xa+(x2 m?)y =0

y(x) = x1/? {Alé(t) + B]-i(t)} (1)

» Com t2=4x3/27 e A e B sQo constantes
arbitrdrias.




,d*y dy

x E+IE+(12—mz)y= 0
d’y —dy
IZE+xE—(IZ+mZ)y= 0

2
- H“+ :Xé/,'i- L Ko n’l)'d: O t=Kx

|l l o — Multiplica por x?
J +——,§%—'+(8 "17)9'0 e chama 8x? = t2

2.1 l i
g_g_ga.*-l\—l?}j:() y(x) = xn u(x)
Determina m/n por
comparacao com a eguacao
de Bessel




Solucoes

Cyly oy’ + (K- Y=o
y(x) = AJ,,(Kx) + B]_,,(Kx) paAra N NAo inteiro
y(x) = AJ,,(Kx) + BN,,(Kx) para gg. n

y' + %4‘ (8-1)y=0

y(x) = A]l(Z\/ix) + BNl(Z\/fx)

20
oy’ oy'y 40y = 0
y(x) =8x{14]1(2x) + BN; (2x)}




