TRANSFORMADAS INTEGRAIS

FOURIER




Transformada integral

Em Fisica Matematica ha pares de funcdes que satisfazem uma
expressao na forma:

b
F(@) = [, fOK (@, 0dt| £ = [ F@K (@ 0da
a

A funcao F(«) € denominada de transformada integral de f(t) pelo
nucleo K(e,t), e vice-versa.

A operagdo também pode ser descrita como o mapeamento de
uma funcgado f(t) no espacgo t para uma outra fung¢éo, F(c), no
espaco a.




Transformadas integrais sao ferramentas uteis para se

resolver equacoes diferenciais de problemas com valor

inicial.

A TF também é usada para decomposicao de sinais.




Transformada de Fourier (TF)




TF

Funcdes periddicas sao representadas por séries de
Fourier;

Funcdes oscilantes ndao-periddicas podem ser

representadas por transformadas de Fourier (espectro do
sinal);

A TF decompde um sinal em suas
componentes elementares
Seno e Cosseno




TF

A TF decompde um sinal (elétrico) em suas
componentes elementares
Seno e cosseno




Aplicacoes da Transformada de Fourier

- Fisica

= Quimica

= Teoria dos numeros
- Analise combinatoria

- Processamento de
sinais

- Teoria das probabilidades
- Estatistica

= Criptografia

- e outras areas.

Joseana Macédo Fechine
Grupo PET Computacdo




Sinal

Fenomeno variavel no tempo e/ou espaco.
Descrito guantitativamente.

“"Os sinals sdo fungbes de uma ou mais variaveis
independentes e, tipicamente contém informacé&o
acerca do comporitamento ou natureza de um
fenémeno fisico.”

Exemplos:

Uil F(t) -> Som ()
M F(x,y) -> Imagem

F(x,y,t) -> Video

' Joseana Macédo Fechine
Grupo PET Computacdo




Sinais ... Ondas...

] Distribuicao de elétrons em atomos pode ser obtida de uma transformada de

Fourier da amplitude de raios X espalhados.

! Na Mecanica Quantica, a origem Fisica das relagoes de Fourier é a natureza

ondulatdria da matéria e a descricao que fazemos em termos de ondas (k, ®).




Obtencao da Integral de Fourier
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Colocando-se f(t) em evidéncia se obtém o termo:
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Integral de Fourier

(0.0)

filx) = %f dw f_o:of(t) X cos(w (t — x))dt

0




Integral de Fourier — Forma exponencial

oo

f(x) = %f dw f_mf(t) X cos(w (t —x))dt

1 r . *° .
flx) = S f dw e"“’xJ: f(t) et®tdt

Em muitos problemas fisicos ® corresponde a frequéncia angular. A integral de
Fourier € uma representacao de f(x ou t) em termos de uma distribuicao de trens de
ondas infinitamente longos (k e m).




Transformada de Fourier

Integral de Fourier — f(x)___% jd“’ e—iwxjoof(t)eiwtdt

1 1/2

Reescrevendo: F(w) = (E) f_ Zf(t)efwr dt

flx) = (%)HE f_: dwe 4% (ﬁ)m f_if(t)ei‘“t dt ‘




Transformada de Fourier

1;2 1IE
f(xj — _ f F({.L'IJE twx dew com F[ﬂ]] — _ f )c(tjezmr dt

Trocar x por t, nao faz diferenca, pois a variavel de integracao é .

1,!2
f(t) = — f F(w)e ™t dw




Transformada de Fourier

Forma exponencial

1;2 1/2
f(t) = — f F(w)e™ ™" dw (x) = f F(k)e " *dk

1;2 72
Flw) = — f f(£)e'" dt F(k) = f f(x)e”‘”‘dx‘

F(w) é a Transformada de Fourier de f(t) e vice-versa

F(k) é a Transformada de Fourier de f(x) e vice-versa




Em trés dimensoes

F(k) = ( ) f f(7) etk dr

3/2 N
A= (%) f F(k)e 7 dew

w e t substituidos pelas variaveis tridimensionais k e r, que em uma
dimensao poderiam serk e x.




Transformadas:
Cosseno e Seno

1/2 +00 1/2 + 00
Fw) = (%) f_oo f(t) e°tdt )= (%) f_w Fwe “dw
efwt — cos wt + i senwt
f(=t) = f(¢) fl~t)] = f()
PAR IMPAR

T2 72 2o
Flw) = (%) fo f(t) coswtdt Flw) = (%) fo f(t) senwt dt

1/2 00 1/2 + 0o
f(t) = (E) f ' F(w) coswtdw f() = (Z> f Flw) senwtdw
0 0

T T




Transformadas de Fourier de algumas funcoes

/(=) F(f)(w)
1 se |z| < a, 2 sen(aw)
0 se |z| > a. \/; W

1 se a < wx<b, i(e v — e taw)
0 caso contrario.  2mw

2(1(4)

2] 5 sen’ ——
3. {1a se [o] <a, 5, 2[29
0 se |z| > a, Tooaw

se |z| < a, a0, i\/?aw cos(aw) — sen(aw)
™

T
0 se |z| > a, w2

sen & se |z| <, z_\/isen(aam;)
0 se |xz| >, w2 —1




6. sen(ax) se |z| < b ab>0 —i (sen[(w—a)b] sen[(w+ a)b]
0 se gl >b, 7 7 | Ver w—a w+a
- cos(ax)  se |z| < b, b0 1 [sen[(w—a)b] sen[(w+a)b|
0 se x| >b, 7 7 Vor w—a ' w+a
1 frre—a|w|
S. _LZ n {12 s a > U E .
2 a el
9. \/;1 el a>0 e a
sen i |w|
10. 4 22 Ca>0 - se |w| < a,
om  aw 0 se |w| > a.
11. | e@lel ¢>0 \E L
T a? + w?
e 4T se x > 0, 1 1
12. { 0 sex <0, ’ a>0 Vor a + iw




13. { O sex >0 S L 1
e se x < 0, VY a — 1w
_ [(n+1) 1 1
14. | |z|"e %l ¢ >0,n>0.
[ ¢ " Vor (@ — dw)? 1 * (a + iw)?t1
15. 8_%2’2, a > 0. %6_‘52




Propriedades de
Transformadas de Fourier

% Linearidade
Flcig®)+c2h(t)} = c1F{gt)} + c2F{h(t)} = c1 G(w) + c2 H(w)
# Derivada F,(w) = (—iw)"F(w)
+00
& Convolugio — gE)*h() = J‘ h(t — 1)g(r)dr

Flg(®) * (D)} = G(w)H(w) = f [g(D) « h(D)] et d




Outras propriedades de
Transformadas de Fourier

% Translacao

F{ft—a)}= f_ f(t — a)e'®tdt = e~ F ()

% Escalonamento




TF de Derivadas

172 4o Integrando por partes:
Fo=(5-) | @ estar
1/2 oo
1 d
() [t

1 1/2 4o
Filw)=—-iw (—) f(t) e'tdt = —iwF (w)

2T o
Se a funcao for funcao de x, ao invés de t:
t>X =
o =k Fp(w) = (—iw)"F(w) n é a ordem da derivada




O que é convolucao?

+00
g(t) * h(t) = J‘ h(t —1)g(r)dr




Convolucao

F{g(®) * h(D)} = G(w)H(w) = f [g(0) » h(D)] ei®t dt
+00
Onde:  g(t) * h(t) = f h(t —1)g(@)dr

G(wH(w)= f mf cmh(t —1)g(t)dr et dt




G(wH(w)= f mf Emh(t —17)g(t)dt e'®t dt

\

G(w) Hw) =[ .;D(T)d'f f_ mh(t—:':) el@t dt

. +00

Mas da propriedade : 2

de translacdo em t: F{ft—a)}= J f(t—a)e“dt=e ‘N F (@)
—00

logo: F{h(t—1)}= f h(t — 1) e'“tdt = e~ @7 H(w)

6(w) H(w) = f g(r) ei0T H(w) dr

— H(w)r;(r) e~ 0T g7

=H(w) G(w)




Uma representacao para a Funcao
Delta




Da integral de Fourier

1 [ o |
f(x) = Jda) e““’xj_ f(t) e'®tdt

Rearranjando:

0.0
if dow el@(t—x) € uma das formas de se representar a
— 00

2T

A funcao

funcao

fe)= [ F© 8-t ar x=t,

delta de Dirac, pois:

O = [ s a




Em termos de outras variaveis

1 = .

d(x — xg) = Ef e ~Lw(x=%Xo) g,
1 .

S(w — wy) = ﬁf e~ X(w=wo) gy

Matematicamente, a fun¢ao delta nao é uma fun¢ao, porque é muito singular.
De fato é uma "distribuicao".

E uma ideia generalizada de func¢do, mas esta func¢do s6 pode ser usada dentro
de integrais.




Propriedade:

/dtf(t)5(t —to) = f(to)

De fato/ dto(t — to) pode ser considerado como um
“operador” que puxa o valor de uma fungao para t,.

Desta forma, soa perfeitamente legitimo e bem definido.

Mas ja que a funcao delta é eventualmente integravel,
podemos usa-la como se fosse uma funcao.




Problemas, exemplos,
exercicios




1) Difusao de neutrons

® E o fluxo taxa de produgéo

/ taxa de
variacao de dn vazamento

densidade / E — 5 — EG{ — U’lj/

de néutrons
no tempo taxa de absorcao

No estado estacionario: — V.J=Z2Z,¢ — s

Equacdo de difusdo de Fick: J=—-DV¢— V.=-D V.(V®)=-DV?®

d<g
@(x) é o fluxo de néutronsem 1D —D A2 +K?Do(x) = Qﬂi{xj
taxa de absorcao taxa de producéao




Problemas usando TF

1) A equacao de difusao de néutrons em uma dimensao é dada por:

d?g ,
—ﬂm + K“Dep(x) = Q6(x)

Sendo ¢(x) o fluxo de néutrons, Qd(x) é uma fonte plana em x =0; D, K e Q ndo
dependem de x.

Encontre a solugao ¢fx) para a equacgao (1), usando transformada de Fourier.

Nao hd condicoes de contorno. Escolha as constantes indeterminadas que aparecem

no desenvolvimento como constantes em x. Vocé podera precisar das seguintes

integrais:

o) = j £(2)6(z — a)dz










2) Resolucao de equacdes diferenciais
Exemplo: Fluxo de Calor

A transformacgao atua somente na variavel x

oY 9%y
FTin a* P Y > P(x, t)->¥(k,t)
)P oo
Fk) = (%T) f_ ; f(x) et*dx

4

A parte em t fica imutavel

Y(k,t) = (—) Y(x, t) e**dx

—00




oy 0%y
— = —
ot dx?







3) Calculo da transformada de
Fourier

Imagine um trem de ondas senw,t que seja limitado por um filtro de
abertura finita.

rse—"n;cu(,t para |t| < s
wWo
f(&) = 1 N
T
LO para |t] > oo

Isto corresponde a N ciclos do trem de ondas original.

NANAN
VAVAVRVAVES




f

N
senwot para |t| < w—n
0

Exemplo f@ = 4

N1t
w

0 para |t| >—
0

Usando a tabela, onde a = w et =x, b = Nn/o,

sen(ax) se |xz| < b, —i (sen[(w —a)b] sen[(w + a)b]
6. {0 se || > b, a,b> 0. \/2_“_( . o Ta
9s(w)
_ [ 2 [sin[(wp — w)(N7/wp)]  sin[(wo + w)(N7r/wp)] 1 Nz
b= E[ 2wo — ) 2(@0 + ] (k"’z_ “

Difragdo
Fenda unica

Para @ ~ w, — maximo




Funcao sinc (x)
sinus cardinalis (seno cardinal)

sin(x)

sinc(x) =

X

Propriedades da fung¢ao sinc(x):
1. sinc(x) € uma funcdo par de x
2. sinc (x) =0 nos pontos em que sin (x) =0, isto é,
sinc (x) = 0 guando x = nt, sendo n um ndmero inteiro
3. Usando a regra de L'Hopital, pode ser mostrado que sinc (0) =1
4. sinc (x) oscila quando sin (x) oscila e monotonicamente

diminui a medida que 1 / x diminui com o aumento | x |




Para ondas eletromagnéticas:

E = ho/2r (energia do féton) > AE = h Aw/27 ; AE é aincerteza na

energia do pulso.

fit)

Ha também uma incerteza em relacao ao tempo, porque a onda tem N
ciclos, ela levara At =2.N.n/®, (At = N.T=N.1/f) segundos para passar. ﬂ ﬂ [\ m m f

VAVAVRVAVE

=

E

o

O produto: AE. At = h A®w/2r x N27t/000/—I'1 X Aco/})gx N=h

Que de maneira “grosseira” é o principio de incerteza de Heisenberg




Nm

(senwot para |t| <
Wo

Exemplo r@ = ¢

N1t

0 para |t| >

\ @o

1/2 Nm

alg
f senwyt senwt dt
0

pulso  f(—t) = — f(t) F) = (5)
IMPAR m

Fica de exercicio calcular pela integral, ou seja, demostrar a propriedade no. 6




2) Usando a definicao, mostre que as transformadas de
Fourier em seno e cosseno da funcao e sdo dadas por:

/20 o 1/2 4o
F(w) = (%) f f(t) senwt dt = (%) f F(w) senwtdw
0 0
w 2w
w) = |—
Ys Nk w? + a?

1/2 + 0o 1/2 4o
Flw) = (%) fo f(t) coswt dt f(t) = (Z) fo F(w) coswtdw

T

|~ ]

a

e (w) —
\

T w? + a?




3) Encontre a transformada de Fourier de um pulso triangular
dado pela funcao a seguir, onde h é a altura do pulso:

1
fh(l —alx|) para |x| < -

f(x—a) = 1

1
\0 para |x| > -




http://www.dsc.ufcg.edu.br/~pet/ciclo seminarios/tecnicos/2010/TransformadaDeFourier.pdf

FISICA MATEMATICA - METODOS MATEMATICOS PARA ENGENHARIA E FISICA, GEORGE ARFKEN,
Ed. CAMPUS ELSEVIER.



http://www.dsc.ufcg.edu.br/~pet/ciclo_seminarios/tecnicos/2010/TransformadaDeFourier.pdf

Respostas

1) p(x) = eI

3) F(k) = \/%%{—a +ik [cos — (1+3) sing]}




Resolugao da integral

/ e dy = V.

— o0

O seu valor pode ser obtido da seguinte forma:

00 2 o)
([res - ([era ([ta) [ [t
N _ 2 1 2]
/]e(“’er)d.Ldy/f ?d?d@/ [e—?‘} df
0 2 0




