TRANSFORMADAS
INTEGRAIS

Laplace




Transformada integral

» Em Fisica Matematica ha pares de funcoes
gue satisfazem uma expressao na forma:

b
F(@) = [; fOK (@ 0dt| |0 = [ F@k"@tda

a

A funcao F(a) é denominada de transformada integral de f(t) pelo
nucleo K(qg,t), e vice-versa.

A operacao também pode ser descrita como o mapeamento de uma
funcao f(t) no espaco t para uma outra funcao, F(a), no espaco o.




» Transformadas integrais sao ferramentas uteis

ara se resolver equacoes diferenciais de

problemas com valor inicial.




Transformada
de Laplace (TL)




Definicao da TL

F(s) é a transformada de Laplace da funcao f(t)
Espacot — para espaco s

K(a,t) = K(s,t)

00 a=S
F(s) = f t)e Stdt
) =] F© 3
Nucleo
Transformada inversa
K(s,t) = et

f(t) = J.mF(S)E_StdS Parat > 0
0




F(s) e a Transformada de Laplace
de f(t) e vice-versa

Q0O

F(s) =f f(t)e Stdt
0

L{f(t)} = F(s)

clf@}=[ Feeat

f(®)=L7HF(s)}




Transformadas de Laplace de
funcdes elementares




Tabela de TL de funcoes elementares

L{f(1)}=F(s) f(2) L{f ()} =F(s)
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Como chegar
nessas relacoes?




Calculo da TL para funcoes
elementares - |

F(s) = f f(t)etdt 4y f(t) = fo F(s)e~stds
0

Exemplos:
fHy=1 <= F(S):%

f(t) = cosat <= F(5)=Sziﬂz




Calculo da TL para funcdes
elementares - usando a Tabela

L{cosh(bt)} =

™
e,
1y
=
_|._
-]
=
!

(£{e"} + L{e ™})

(.-glb“L.sia) f(&) =e® ]
(a b+s—b) F(s) = LU (1)} = —

B | = B3| h:-||—'t-.‘.1||—ll-.:-||—'

+ |




Propriedades da TL

Linearidade

Escalamento

/Deslocamento na frequéncia

f(t) F(s)
af, (t)+ ph(t) aF,(s)+ BFR,(s)
af (at) F (EJ
e“f(t) F(s-a)




Propriedades da TL

F(t) F(s)
DestCamento no tempo m(t-a):{f(t;“] :: e **F(s)
Transfgrmada de Laplaceda |— F() sF(s)-f(0)
derivada f(t) s*F(s)-sf(0)-f'(0)

/ &0

erivada da transformada de
Laplace




Mais propriedades da TL

F(t) F(s)
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Como calcular a
transformada
inversa?
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Transformada inversa :

Expansao por Fracoes Parciais
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Utilizacao:

resolucao de equacoes
diferenciais com condicoes
iniciais.

Igungﬁ‘a L "ﬁEquagE‘Iﬁ A
iferencia -
G_ﬂrdmdrm }—‘){ Algébrica %
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Exemplo: Solucao de problemas de
valor inicial

dzy
dt?

Aplica a TL na equacao diferencial

+ vy =sen2t Comy(®)=2¢y (0=l
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f d y _Stdt-i-f y e Stdt =f sen2t e Stdt sen2t
0 0
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L {jtjz}} + L{y} = L{sen2t } # L{y"}+ L{y} = L{sen2t }



Exemplo: Solucao de problemas de valor inicial

d*y
752 + vy = sen2t

Comy(0)=2¢ey’(0)=1

Da Tabela TL de funcoes elementares

f(t) = y(t) e F(s) = Y(s)

L{y}=Y(s) = f y e Stdt f(t) F(s)

F'(t) s’F(s)-sf(0)-f'(0)
} + L{y} = L{sen2t } sen(at) 1

s+t
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Exemplo: Solucao de problemas de valor inicial

2
L {i 3}} + L{y} = L{sen2t }

d2y+ = 2t
Tz 7Y = sen

s?Y(s) —sy(0) — y'(0) + Y(s) =

b

Substitui-se os valores iniciais: y(0) =2 e y’(0)=1

s?Y(s)—2s—14+Y(s) =

s2 4 22
Isola-se Y(s):

2534+ s%24+8s+6
(s2+1)(s%2+4)

Y(s) =



F(t)
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A ideia é escrever
Y(s) em varios
termos ja conhecidos
da Tabela de TL e
calcular a
transformada inversa
para obter y(t):

253+ s+8s+6
(s2+1)(s2+4)

Y(s) =



FracOes parciais

3 2
25"+ 5" +85+6—— . pavem ser iguais
(s2+1)(s%+4)

V(o) = (as +b) X (s> +4) + (cs +d) X (s +1)
(s) = (s2+ 1)(s2 + 4)

Y(s) =

as + b cs+d »

V(s)= (s?+1) i (s2+4)

Expandindo o numerador de Y(s)
as+b) X (s’ +4)+ (cs+d) X (s°+ 1) =(a+c)s’+ (b+d)s*+ (4a+c)s+ (4b +d)
Logo: Comparando-se os termos,

determina-se a, b, c e d:

a+c=2 b+d=1
253+ 52+ 8s+6

=(a+c)s’+(b+d)s*+(da+c)s+(@b+d) 4g+c=8 4b+d=6



as + b cs +d i B
Y(s) = + »b+d—1 b =5/3
(s2+1) (s?*+4) 4a+c =8 c=0
4b+d =6 d=-2/3

S 5l 1 2

V) =20z Y3027 ) " 35749

Aplicando-se a TL inversa:

Y(S)}=2L‘1{ 25 }+EL‘1{ ! }—}L‘l{ ” }
(s2+1)) 3 (s2+1)) 3 (s2+4)

Logo, a solucao y(t) para a ED com condicdes iniciais é:

; . (1) G(s)
y(t) = 2cost +§smt —3sin 2t con(at) a
5+

d’y _ C ) = 2 (0)=1 cos(af) -
T2ty = sen2t omylU) =cey(U)= s +a’




Exercicios para TL

ostrar que: L{eﬁf sin r::rt} = (S_ﬁ?zmz

1) Mostrar que: [f f(f)dt} F(s)

Usar}cyo método das fracdes parciais mostre que:

1 s _ae~%—pebt
. {(s+a)(s+b)} " @bp 0 a#b

Encontre a solugao da ED do oscilador harmonico simples usando TL, sendo m a
massa do oscilador, a mola é ideal e tem constante elastica k, desprezando o atrito.
As condigdes iniciais sao: u(0)=u,e u’(0)=0. A funcéo deslocamento da mola é fung¢édo
do tempo t. d?u
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