Resolugcao das equacoes

» Equacao de Difusao (calor) (1D)

= Equacao de ondas (corda
vibrante) (1D)

» Equacao de Laplace (2D)

- Difusdo térmica em estado estaciondrio (2D e 3 D);

- Funcado potencial de uma particula livre no espacgo sob
acao de for¢as gravitacionais;

- Etc



Equacao de Laplace
(2D)

» Eletrostatica, dielétricos,
correntes estaveis e
magnetostatica,

= Hidrodinadmica,
= Fluxo de calor,
= Gravitacao.




Problema vZu=0 ouAu=0

Independente do tempo — nao tem condic¢odes iniciais!
Em 2D : 4 condicOes de contorno, uma para cada fronteira (2
para cada dimenséo)

0*u . *u 0
ox%  dy?

Condicoes de contorno
1) Sobre a funcao u (x,y) —» Problema de Dirichlet

2) Sobre as derivadas Au/ck e duldy — Problema de Neumann



Resolucao: Problema de

Dirichlet em um retangulo
Problema Matematico

u(x,b) =0

0,y) =0 —+——=0 | way)=f»

0 u(x,0) =0 a

Condic0Oes de contorno para o retangulo0<x<a e0<y<hb:

u(x,0)=0 e u(x,b)=0 para 0<x<a

u(0,y) =0 e u(a,y)=f(y) para 0 < y<20



Separacao de variaveis: u(x,y) = X(x) Y(y)

1d2x  1d%y
it 1
X dx?

Ydy?
A é & constante de separacao, se A € um numero real e chega-se as EDOs:

d*X : +Ax
__;L2X=()»X(x)zA.cosh/’lx+B.smh/’lx e
dx?

d*Y +il
2 _ . . Tinx
d—yz+/1 Y—O»Y(y)—C.cosAy+D.sm/1y e






Aplicando as CC (y):

u(x,y) = X(x) Y(y) = (A.cosh Ax + B.sinh Ax)(C.cos Ay + D.sin dy)

u(x,0)=0 - X(x).Y(0)=0 - Y(0)=0
ux,b) =0 > Xx).Y(b)=0->Y(b) =0

Y(y) =C.cosAy + D.sin Ay

Y(0)=0 mmp Y(0)=C.cosA0+ D.sinA0=C=0
Y(y) = D.sin Ay

Y(b) =0 === Y(b)=D.sinAb=0 === Jb =nmn

nmwy

nm
_, _N = y(y)=D. Sin—y = u(x,p) = (A.cosh Ax + B.sinh Ax) D.sin——



. nmy
u(x,y) = (A.cosh Ax + B.sinh Ax) D. SinT

Aplicando as CC (x):

u(0,y) =0 - X(0).Y(y) =0 -X(0)=0
u(a,y) =0 - X(a). Y(y) =0 - X(a) =1f(y)

u(0,y) =/0—> X(0) =0 X(x) = A.coshAx + B.sinh Ax

X(0) = A.coshA0 + B.sinhA0 - A=0

nmwy

u(x,y) = (B.sinh Ax) D.sinT

BD= A4 nm nm
" » U, (x,y) =4, x sinth X sinTy




A solucdo geral é a superposicdo linear
de todas as solugoes u, e agora resta
apenas a constante A, para ser
determinada.

nm

nm
u,(x,y) =4, x51nh?x X smTy

. nmx | nmy
u(x,y) = ) A, xsinh 5 X Sin >

0.0)

n=0

esta a Ultima condicdo de contorno a ser aplicada:

nra niy
u(a,y) = z A, ><smh—><sm7 = f(y)

u(a,y) = f(y)



oo NIy
u(a,y) = ZA ><smh—><smT—f(y)

= nita = nmy
)= A, ><smh—>< sm— = B, smT
" \ /
| u(x,b) =0
Independe de y b
. nny u(O, }’) =0 u(a, y) = f(y)
f) =) By sin—= 0
n 0 u(x,0)=0" !

nma

Série de Fourier: B, = A, smh— > j f(y) sm—ydy




Logo:

. nmx | nmy
u(x,y) = ) A, xsinh - X Sin >

Determina-se A, por:

nna
A, sinh = Jf(y)sm—dy

E assim u(x,y) fica determinada,
dependendo do que € a funcdo

fly).




Exemplo para f(y) =y




Para determinar a solucao final da
equacao de Laplace em 2D em
coordenadas cartesianas com as CC
apresentadas, € preciso determinar A, a

partir de f(y) = :

. nmx | nmy
ux,y) = z A, XSlnhT X smT

nma
A, sinh - = jf(y)sm—ydy

y 1 2]” Iy
= y.sin——dy
" Slnhngab b



A, =

1

. . nia
sinh 5

b
j y.sin
0

nmy

b

2 Jb . nmy
X—=x | y.sin—=dy
b Jy

b

2 bZ

dy = —— (-1)" = — (-)"*!
nm nm

1 2 b2 2b (=11
A, = x— x — (=1)"*1 » A =
" sinhZ2 b nm "7 psinh 24
b b
Finalmente
= +1
2b (—1)" . nmx  nmy
ux,y) =— = xsinh p ><smT

[ T A
~=i n sinh 2



Exemplo para:

- para
fy) = {2 et i

Com: a=3 e b=2

—- O
IA A

g

IA A

N =



Neste caso: , _ 8 sin(nm/2)
=

n2m? sinh 37;77—' Exemplo para:
Ay para 0 <y<
[o'e) . Fo= 12 —y para 1 <y<
8 Z 1 sin(nm/2) hmtx . nmy
( ,.V) n_z nz 3In b b Com: a=3 e b=2

. T
n=0 sinh —5—

Gréafico de u(x,y) para n = 20 Curvas de nivel de u(x,y)

10 [ Z

i

N =



Resumo: Laplace coordenadas

retangulares em 2D Problema de Dirichlet
’ u(x,b) =0
d*u s °u b
2 2 =
ox=  dy u(0,y) = 0 u(a,y) = f()
u(x,y) = X(x) Y(y) 0 » N
0 u(x,0) =0
d*X nmwx

dx2 - 22X =0 M) X(x) = A.coshAx + B.sinh Ax X(x) = B. sth

/ e -
Y Y(y) = D. smTy

d
——+A2Yy=0 ®mp Y(y)=_C.cosdy+ D.sindy

dy? R
/ ‘=
nmx nm
u(x,y) =Z A, xsinh T sinTy m u(ay) =f()
= . nma _ nmy
)= ) A, ><sth>< smT com A, smh@ — j f(y) sm—dy

n=0




Resolugao:
Eq de Laplace em um circulo

Coordenadas cilindricas comz =0

yi 2
Viu _1c [Fﬁu}r% 0 7’2
ror\ or) r- o6

1 1
2 urr+—ur+—2u80=0-
r r

d0%u u 0%u
Uyyr = 62'ur_67”;u99=W

r<da

Para r <a e u(a0)=f(0)

f(6) e uma funcdo dadaem 0 <@ <2«
u(r, @) e perioddica de periodo 2z e finita em r=0




Separacao de variaveis: u(r,d) = R(r) & 6);
Substitul as derivadas parciais de u(r,6) na equacao
de Laplace abaixo:

1 a[rau]+1 O u )
ror\ or) oot

d2R®+1'dR®+ 1 Rd2®_0
dr? r dr r2 = dez

Multiplica por r2e divide por R @

r2d2R+rdR_ 1d*0®

R dr? R dr ® do?




r2d2R+rdR_ 1d2®_

R dr? R dr ©® dO?2

Separando as equacdes em R e @

,d*R  dR
réf——+r——-— AR =0
dr dr Singularidade
para r=0
datc + 10 =0
d6? -

E possivel mostrar que u(r,8) é periodica de periodo 27, somente se
A for um numero real.

Estudaremos os casos: A<0e 420




Quais as condicoes que permitem
resolver este problema ?

1) A funcao ©(0) deve ser periodica no circulo,
2
ou seja: 6(0) = 6(2x); ZT? +10=0

A funcao R(r) deve ser finita parar - 0;

d*R dR
r‘—+r——AR=0

dr? dr
3) Alémde : u(a,0) = f(6) »




Equacao de Euler

d*y dy
2 _ 7 - —
X dx2+ocxdx+ By =20
o=1ef=-A
2d2R+ R IR =0
’ dr? rdr -

Procurar solucdes do tipo: R = r¥;

W/k? —J=0 WP 50




Equacao de Euler

Solucdes do tipo: R(r) = rX
[k? — A]=0

As raizes para k sao:

Lembrando ... A & um numero real



Estudo dos valores de A

®+/1®—o
df2 B

Solucdes do tipo: R(r) = rX

,d’°R  dR
TW-FTW—;\.R:O k1:+\/z kzz_ﬁ




1)SeA<0 o> A=-p?

40 0=0
dez " T T
®(8) = c;cosh(ub) + c,senh(ud) ou O(0) = c3eH? + c e M0

Aplicando as condi¢cao de periodicidade &(0) = 6&(2r)

C3 + €= c3e?™ 4 o2 B C3=¢,=0

» 00)=0 B u(r,d) =0 Solugdo frivial

Portanto , A < 0 ndo é solucao




2)Ser=0

d%e zd2R+ dR_O
a0z~ " Tarr T ar T
0(0) = 6(27) k, = +V2A
® =cy+c,0 ky, = —VA

2
. d”R + ,rd_R — 0 » Eq. De Euler para k1=k2
dr? dr a,=0

» R(r) = (a; + a,Inr). r'? = (a, + a,Inr).

w,(r,0) = uy(r,0) = a,.




3)SeL>0— A =p?

2
CCIZT(;)_I_HZ@ —0 ™ O(@)=c cosub + c, sinub
1 0

» 0(0)= 0(2r) ®» C?ZS/,UO + ¢, sinyd = ¢4 COS U2T + C, Sin U2

cosu2r =1 ®W y=n
¥
®(0) = c¢; cosnb + ¢, sinnb

n=0, 1,2,3...




Continuando ... Se A > 0 - p? = A = n?

d*R dR — ok
2 _ 2R= R(r)—r
r _dr2 +rdr n 0

k1=+\/z kZ:_\/z

» k, #k,,k,=nek,=-n

R(r) =c;r"+c,r™

arar — 0 escolhe-se ¢, =0, funcdo ndo divergeemr — 0

R(r) =c; 1




Finalmente: u(r,8) = R(r) & 6)

A>0eA=n?
®(0) = c; cosnb + ¢, sinnfb

R(r) =c;1"
/
w, (r,0) =0,00)* R, ()=r"(c, cosnb + k,, sinnd)

u(r,0) = 2 u,(r,0) r=0
o @) = c,
u(r,0) = z r'*(c,, cosnf + k,, sinnf) R(r)= c,

n=1




0.0)

u(r,0) = z r"*(c, cosnf + k,, sinnf)

n=1

Mas: u(a,0) = f(0)

00)

f() = ?O z a™(c, cosnb + k,, sinnf)

n=1
Onde
1 2T
ac, =— 1| f(8)cosnOdo
T Jo

2TT

1
ak, = - f(0)sinnd db
0



Exemplo: f(0) =06(=—0)

u(r,0) = 2 r’*(c,, cosnf + k,, sinnf)

n=1

Com;

1 (27 1 (24T
= —f f(08) cosnb db aky = —f f (@) sinnb dob
T J, TJo

Substituindo-se f(0):

1 2T
=——| 0(n—0)cosnbdb T
ma™ J,
k, = — 0(n—0) sinnd d6




Para calcular as integrais a tabela de
integrais pode ser util:

1 T
x cos axdxr = — COosax + —sinax
a a
5 2xcosar  a‘r?—2
x° cosaxdxr = 5 + : sin ax
a a

5 . 2 — a’x? 2x sin ax
xr° sin axdxr = = cos ax + 5
a a

: r CcOS ax sin ax
rsin axdr = — -+
a a?




