» Equacao de Difusao (calor) (1D)

» Equacao de ondas (corda
vibrante) (1D)

= Equacao de Laplace (2D)

Ondas acusticas: corda (1D) e tambor (2D);
ondas de dguaq, ondas eletromagnéticas e
ondas sismicas (3D).



Equacao de ondas
(corda vibrante) (1D)




Problema especifico

Ondas mecanicas em uma corda elastica de
comprimento L: Ligeiramente esticada entre dois
suportes sendo o eixo x ao longo da corda (violino, ...) >>F
Desprezados os efeitos de amortecimento — resisténcia
do ar.

u(x,t) Deslocamento da corda

- K é a constante
2 Q2 2
l = » KL“ 0“u B 0“u elastica da corda
L ; M 9x2 o 012 - M é a massa.
- Féaforca
*u M o*u ,0%u  d*u , F . péa
KLﬁ_ L 9t2 » v 9x2 ~ Ot2 » v ~ p  massa/unid.

comp.



Ondas mecanicas em uma corda elastica de
comprimento L

Deslocamento da corda — u(x,t)

V:— =_—_ 2= E - v e avelocidade de propagacéao da onda
p

Condicao de contorno: u(0,t) = u(L,t) =0 parat >0.
(parado nas extremidades em g momento) I I

Condicao inicial »emt=0
— u(x,0) = f(x) : posicédo inicial 0
— u’(x,0) = g(x) (u’ = du/dt): velocidade inicial




A equacgao

Equacao de difusao de calor

2 2
dx2 v2 0t dx*  Ot?
Separacao de variaveis: u(x,t) = X(x) Y(t) Fica de
exercicio para
d*’X a’y vocés fazerem
— +A°X =0 — + A°v°Y =0

dx? dt?



Dois casos

1°) Corda elastica com deslocamento inicial nao
nulo: u(x,0) = f(x) e u’(x,0) =0

2°) Corda elastica colocada em movimento a partir da
posicao de equilibrio u(x,0) = 0, mas com velocidade
inicial u’(x,0) = g(x).



1° Caso
orda elastica com deslocamento inicial nao nulo.
Condicoes Inicials:
u(x,0) = f(x) e u’(x,0) =0




dX + 22X =0
dx? B

X(x) = (A;sinix +A4, cos \x).

Y(t) = (B4 sin\vt+ B, cos \vt)

u(x,t) = X(x) Y(t)



u(x,t) =
(A sinix +A, cos \x).(Bq sin\vt + B, cos \vt)

- Condicao de contorno: u(0,t) =0

A,=0—> A =0
- Condicao de contorno u(L,t) =0
nrt
M=M=

u,(x,t) = (sink,x).(4,, sin\,,at + B,, cos A, vt)

\ 4

A solucao geral € a superposicao (combinacéo linear) de todas as solucdes:

- nm . nmv nmwv
u(x,t) = Z u,(x,t) = Z sin——x X (An sin—— t+B, oS —— t)

n n




u(x,t) = Z u,(x, t) =

n

. nm . nmv nmv
Z sme X (An smTt +B, cosTt)

n

Aplicando-se a condigdo inicial: u’(x,0)= du/dtj, = 0; Primeiro calculando a derivada

) ( t) z . nm 9 (A nimv nimv {_B nmv . nimvo t)
u X, — Sin——Xx —COS —1 — —Sin—

n L L L L L
n t=0 -1 t=0 -0

u'(x,0) —Zun (x, t)Esm—xx(An$):O » A,=0eB,#0

n
A solucao geral é:

niv nrtt

u(x,t) = Zun(x, t) = B, cosTt sinTx

n n



So falta aplicar a condicao: u(x,0) = f(x)

nmv nm
u(x,t) = Zun(x, t) = B, cosTt sinTx
n n
nmv nm
u(x,0) = f(x) = Zun(x, 0) = B, COSTO sinTx
n n
f(x) =) B, sinnTﬂx

n

N

Coeficientes B, sdo os coeficientes de Fourier e dependem da forma de f(x).

nimx

f f(x)sm —dx




Analise

nmv nm

u(x,t) = Zun(x, t) = B, cosTt sinTx

n n

Para um valor fixo de n a funcado é periddica no
tempo cujo periodo é T, = 2L/nv, pois:

nmv _ nmv » T _2m
osthcoswnt » Wn == " wy

$

Sao as frequéncias naturais da corda, ou seja, as
frequéncias no qual a corda vibra livremente.




Analise (cont.)

nwta = nm
u(x,t) = Zun(x, t) = B, cosTt sin——x
n n
nrm

O fator dependente da posicao sinTx representa o padrao de

deslocamento que ocorre na corda ao vibrar em uma dada

frequéncia. ®Wn = —— (Vetor de onda: k = 2rt/A)

Cada padrdao de deslocamento € chamado de modo natural de

v 4 V 4 v 4 2L V 4
vibracao e e periodico em x com periodo > A =— queeo
n

comprimento de onda..




Resumindo: Corda elastici 0" _ 9°u

dx%  Ot?
- Com extremidades presas (u(0,t) = u(L,t) =0
parat 20);
- Com deslocamento inicial nao nulo u(x,0) =
f(x);

- Com velocidade inicial nula u’(x,0) = 0.

nim 2T 2L
Em X kn — T : kn = —kn — 7\“11 —
_ _nmv T 21 e 2L

u(x,t) = Z B, cos w,t sink,x com B, =—
n



2° Caso 2

Corda elastica colocada em movimento a partir da
nosicao de equilibrio.

Condicao Inicial:

ux,0)=0 e u’(x,0) = g(x).




- Condicao de contorno: u(0,t) = u(L,t) =0 parat >0.
(parado nas extremidades em qgq momento)

2
%+k2X=O mm) X (x) = A;sinix +A4, cos Ax
d’T .

F_HL a’T = 0 === T(t) = B; sinAat +B, cos cos Aat

u(x,t) =
(A4 sin\x +A, cos Ax).(B1 siniat + B, cos Lat)




Como as equacoes diferenciais sao as
mesmas e as condicoes de contorno sao as
mesmas.

O resultado antes de aplicar as
condicoes Inicials sao as mesmas do
caso 1.

olucao geral € a superposicao linear de todos u,(x,t)

. nm . nmv Nnmwv
u(x,t) = z u,(x,t) = z Sin——x X (An smTt +B,, cosTt)

n n




- Aplicando-se a primeira condicao inicial

. nm . nmv nmwv
u(x,t) = Z u,(x,t) = z sin——x X (An smTt +B, COS —— t)

n n

nm Nmwv Nmwv
u(x,0) = z u,(x,t) = z sin —x X (An sinTO +B, COS—O) =0

/

u(x,0) =Y, u,(x,t) = >, sinnL—nx X(B, Xx1)=0 - B, =0

n n

- u(x,0)0=0—- B,=0

. nm . nmv
u(x,t) = Zun(x, t) = z sin——x X (An smTt)

n n




- Aplicando-se a segunda condicao inicial:
u’(x,0) = g(x).

nmx  nmut
u(x,t) = z u,(x,t) = z AnsinT sin 7

n n

, ,  NmX  Nuv nmvt
u'(x,t) = z u, (x,t) = Z A, sin X X COS
L L L
n

n

- u’(x,0) = g(x) ou seja para t = 0.

nmx  Nmv
u'(x,0)= ) A, sinT X —— = g(x)



. nmx  nmv

u(x,0) = X = g(x)
- Reescrevendo como:
l,__zz A s Nnix
g(x)nv = ) NApsin—
n
-/Chamando de: f(x) = ZB sm—x
L
9O —=fx W n4 =B & f(x)sm—x
- Ou seja:
p 2Lt o nm p 2 (L nm
WA= Ty )y SCVSNTTX L A= ) 9 Stn




Resumindo:

Corda elastica colocada em movimento:
- Com extremidades presas (u(0,t) = u(L,t) =0 parat >0);
- A partir da posicao de equilibrio: u(x,0);
- Com velocidade inicial: u’(x,0) = g(x);

NV
u(x, t) = EAnsm—x smTt

com

y L - nm
= x) sin— x
" onmv ), 9 L




Equacao de ondas (corda vibrante)
(1D)

2 2 Separagao
07U — 07u de varidveis u(x,t) = X(x) T(t)

d_X_|_;L2X:0 X(x) = Ay sinix +A, cosAx

d_T +22a2T = 0 T(t) = B, sinAvt +B, cos cos Avt

MESMAS CONDICOES DE CONTORNO PARA OS DOIS CASOS:
u(0,t) = u(L,t) = 0 parat >0. (parado nas extremidades em gqg momento)

MUDA A CONDICAO INICIAL

®» Deslocamento inicial ndo nulo: ®» Deslocamento inicial nulo -
ux,0) =f(x) eu’(x,0) =0 posicéo de equilibrio: u(x,0) =0e
u’(x,0) = g(x).
nmv nm nmnv
u(x,t) = Y B, cosTt sinTx u(x,t) = ZAnsm—xsm—L t
n
ZJ f( ) . nm 2 L ni
= — X)sin—Xx _ -
L), L A, = . g(x) sin . X




