
Lista de Exerćıcio III

1. Suponha que uma teoria de campo, descrita por uma densidade de Lagrangiana L, é
invariante por rotações espaciais. Calcule a corrente de Noether correspondente, que
denominamos de tensor momento angular.

2. Considere uma teoria de campos clássica com 3 campos escalares φa, a = 1, 2, 3, descita
pela densidade de Lagrangiana

L =
3∑

a=1

∂µφa ∂
µφa − V (| φ |)

onde | φ |= φ2
1 + φ2

2 + φ2
3.

(a) Calcule as equações de movimento.

(b) Mostre que a teoria é invariante pelo grupo de Poincaré.

(c) Mostre que L é invariante pelas transformações globais

φa →
3∑
b=1

Ob
a φb

onde O é uma matriz ortogonal OOT = 1l.

(d) Calcule as correntes de Noether associadas a esta simetria.

(e) Calcule o parênteses de Poisson entre as cargas de Noether.

(f) Calcule o Hamiltoniano do sistema.

3. Seja Fµν o tensor de campos de uma teoria de gauge de um dado grupo G, e con-
sidere o dual de Hodge do tensor dos campos F̃µν = 1

2
εµνρσ F

ρσ. Mostre que (espaço
Euclideano)

1

4
Tr
(
F̃µν Fµν

)
= ∂µ ηµ

onde

ηµ =
1

4
εµνρσTr

(
FνρAσ −

2

3
i eAν AρAσ

)
Sob uma transformação de gauge infinitesimal (g = ei ε ∼ 1 + i ε) temos que

δAµ = i [ ε , Aµ ]− 1

e
∂µε δFµν = i [ ε , Fµν ]

Mostre que ηµ não é invariante de gauge, mas se transforma como

δηµ = − 1

2 e
∂σtµσ tµσ = εµσνρ Tr (∂νAρ ε)

Mostre no entanto que ∂µ ηµ é invariante de gauge.
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4. A carga topológica dos instantons (número de Pontryagin) é dada por

Q =
1

4

∫
d4xTr

(
F̃µν Fµν

)
=
∫
d4x ∂µ ηµ =

∫
S3
dsµ ηµ

onde S3 é a esfera tridimensional no infinito de IR4. Para que a solução tenha ação
Euclideana finita é preciso que o tensor dos campos vá a zero no infinito mais rápido
que 1/R2, com R2 = x21 + x22 + x23 + x24, e portanto os campos de gauge são puro gauge

Aµ →
i

e
∂µg g

−1

Mostre que

ηµ →
1

6 e2
εµνρσ Tr

(
g−1∂νg g

−1∂ρg g
−1∂σg

)
e que portanto Q rotula as classes de homotopia do mapeamento S3 → G, ou seja o
grupo de homotopia Π3 (G).

5. Considere uma teoria com 8 campos escalares reais, φa, a = 1, 2 . . . 8, transformando
pela representação adjunta de SU(3), e cuja Lagrangiana é

L =
1

2
(Dµφ)T ·Dµφ− V V =

λ

4

(
Tr
(
φ2
)
− a2

)2
e

φ = φa Ta φ→ g φ g−1 Tr (Ta Tb) = δab

(a) Determine os padrões de quebra espontânea de simetria quando os vácuos são

φ
(1)
0 =

a√
2

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0


e

φ
(2)
0 =

a√
6

 1 0 0
0 1 0
0 0 −2


(b) Quantos bosons de Goldstone temos em cada caso?

6. Considere a teoria acima acoplada minimalmente a campos de gauge de SU(3)

L = −1

4
Tr (Fµν F

µν) +
1

2
(Dµφ)T ·Dµφ− V V =

λ

4

(
Tr
(
φ2
)
− a2

)2
onde

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + i e [Aµ , Aν ] Aµ = Aaµ Ta

(a) Calcule as massas dos 8 campos de gauge após a quebra espontânea de simetria
nos dois casos de vácuo de Higgs dados acima.

(b) Quantos campos de Higgs sobram após a quebra espontânea de simetria naqueles
mesmos dois casos. Quais as suas massas?
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