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CINEMATICA DO CORPO RIGIDO

1 — Conceito de corpo rigido

Um corpo rigido, ou um solido (indeformavel), € um sistema material em que as distancias entre
pontos e &ngulos entre retas desse corpo permanecem constantes.

Propriedade fundamental (importante)

As projecdes dos vetores velocidade de dois pontos de um s6lido na dire¢do da reta que 0s une séo
iguais.

171'(P1_Pz)=132'(P1_Pz)
ou
(51_172)'(P1_P2)=0
De fato, para um sélido, pela definicdo:

d
(Pl_Pz)'(Pl_Pz)=(P1_P2)2=|P1_P2|2=Cte:a(P1_P2)2=0:

d - -
:>2(P1_P2)'E(P1—Pz):0:>(P1_P2)'(171_172):0

Exemplo 1:

Dados P; — 0 = 2ti e P, — 0 = 2V 1 — t?], esses pontos podem pertencer a um mesmo corpo
rigido?
Temos:

-2t -

v, =21 ¢€ V2 =50

2t
(P, = P,) - (B, — ,) = (2ti — 2 1—t2*-(zf+ *):
1 2 1 2 ( ]) W]

= 4t — 4t = 0 = podem ser pontos de um mesmo solido
Nota:

Definicdo de “deslocamentos rigidos” e “atos de movimento de um sé6lido”

Um deslocamento rigido é o deslocamento de um sélido entre uma posicao inicial (num
instante t) e outra posi¢do (num instante ¢t + At). Refere-se apenas a estas duas posi¢oes
(duas “fotografias”), ndo se levando em conta o que ocorreu nos instantes intermediarios.
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O estudo geométrico dos deslocamentos rigidos fornece recursos para o estudo dos
movimentos propriamente ditos, permitindo determinar a distribuigdo, num dado instante,
das velocidades dos pontos que constituem esse solido. Esse conjunto de velocidades (ou
“campo de velocidades™) constitui o chamado “ato de movimento “ do sélido.

2 — Tipos de movimento de um soélido

Podemos classificar os movimentos possiveis de um sélido nos seguintes tipos:
1 — Translacéo

2 — Rotagdo em torno de um eixo fixo

3 — Movimento roto-translatorio

4 — Movimento plano geral

5 — Movimento ao redor de um ponto fixo

6 — Movimento helicoidal

7 — Movimento geral

2.1 — Translacéo

Qualquer reta do solido mantém a direcao durante o movimento. As trajetdrias dos pontos sao
“paralelas”.

translacéo translacéo
retilinea curvilinea

Se as trajetorias sdo retas: translacao retilinea

Caso contrario: translacéo curvilinea

2.2 — Rotacdo em torno de um eixo fixo

Os pontos se deslocam em planos paralelos, descrevendo circunferéncias cujos centros estdo sobre
aquele eixo. Se o eixo, chamado de “eixo de rotacdo”, intercepta o s6lido, os pontos situados sobre
ele tém velocidades e aceleracdo nulas.
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placa em placa em
translagéo curvilinea rotacéo
2.3 — Movimento roto-translatério

Preserva (mantém) a direcdo do eixo de rotacéo, ou seja, 0 eixo de rotacdo tem movimento de
translacéo.

2.4 — Movimento plano geral

E um movimento roto-translatorio em que todas as velocidades sdo ortogonais ao eixo de rotacdo
(ou seja, o eixo de rotacdo desloca-se apenas transversalmente).

Exemplos:

R U i " "W T W A W e W

—

T B A T i i

2.5 — Movimento ao redor de um ponto fixo
Todas as particulas descrevam trajetorias em superficies esféricas com centro naquele ponto.
Exemplos:

- piéo
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- aeromodelo
- haste de joystick de videogames

2.6 — Movimento helicoidal

Mantém o eixo de rotacdo deslocando-se sobre si mesmo (caso particular do movimento roto-
translatorio; comparar com o movimento plano).

2.7 —Movimento geral
Qualquer movimento de corpo rigido, incluido ou ndo nos anteriores;

3 — Graus de liberdade e vinculos

Graus de liberdade do movimento de um sélido

Um so6lido no espaco tem sua posicao definida quando se fixam trés de seus pontos (ndo
alinhados):

1° ponto P; —» 3 parametros
2° ponto P, — 2 parametros (+ a condicao P, P, = cte)
3° ponto P; — 1 parametro (+ as condicdes P, P; = cte e P,P; = cte)

Total: 6 parametros — 6 graus de liberdade

Vinculos: sdo 0s mesmos ja vistos na Estéatica.

4 — Vetor de rotacdo e Férmula de Poisson

4.1 — Rotacdo em torno de um eixo fixo
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No caso de rotacdo em torno de um eixo fixo, em qualquer instante todos os pontos a mesma
distancia do eixo tém a mesma velocidade e aceleracao (decorre da rigidez do sélido).

Assim, todos 0s pontos que pertencem a um plano que passa pelo eixo mantém-se nesse plano,
enquanto este gira em torno daquele eixo.

Desta forma, tomando um plano fixo de referéncia (), que passa pelo eixo, e um plano () do
solido, que no instante inicial coincide com a, a variacdo do angulo 8 entre os dois planos por
unidade de tempo € a velocidade angular do sélido.

Definido o versor k, arbitrariamente, sobre o eixo de rotacdo, podemos associar 0 sentido positivo
de teta com o sentido de k, através da “regra da mao direita”.

A velocidade angular sera:

Ao vetor w definido por:

@ = 0k = wk

da-se o nome de vetor de rotacdo do solido.

Qualquer ponto P do solido, fora do eixo de rotacdo, descreve uma circunferéncia em torno desse
eixo. Os pontos P’ do eixo estdo parados. Assim, o vetor de posi¢cdo de P pode ser escrito como:

P—P =7%=ru
A velocidade sera:
> i _pn — =5
v=— (P-P)=1ru
pois r (distancia de P a P’) é constante.

Os versores % e 7 formam um sistema de coordenadas polares e, assim: 4 = 7 = wTeT =
—0U = wl.
Além disso, como 7 = k A i, podemos escrever:

b=rii=wri=owr(kAtd) = (0k)A(@d) =BAT

O escalar v = wr é a chamada velocidade escalar de P.

Mais adiante, veremos que a relacdo v = @ A 7 é de fundamental importancia na cinematica dos
solidos.

A aceleracdo angular ¢ definida por:

w=20

E o_vetor aceleracdo angular é, por definicéo:
@ = ok = 6k
sendo k um versor fixo.
A aceleracdo do ponto P pode ser obtida derivando-se sua velocidade em relacdo ao tempo:
U =wrt >

SAd=V=wrt+ wrt = ort — w’ru
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O termo (w?r) é a chamada aceleracdo normal, e (wr) a aceleracdo tangencial.

Um resultado equivalente pode ser obtido em forma vetorial:

4.2 — Movimento qualquer

(O,x,y,2) fixos
no solido

v

Tomemos um ponto O qualquer do solido como referéncia, e seja P um ponto genérico desse
solido.
O vetor P — 0 = 7 tem moédulo constante e, assim:
7-7=0
Suponhamos que 7 # 0 (movimento ndo translatério). Entdo, existem vetores « tais que:
FT=wAT
Vamos mostrar que existe um vetor @ que ndo depende do ponto P (ou vetor 7) considerado, mas
apenas do movimento do solido.

Consideremos o sistema de coordenadas (O, X, Y, z) fixo ao sélido. Podemos escrever:
F=xi+y]+zk =
=7 = xi+y]+ 27k

Como # = @ A 7, temos, para quaisquer X, y € z:

Xi+ Y/ +2zk = xBAT+yBAJ+ 28 Ak =

I=@AT
S T=WAJ
k=@ Ak
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Escrevendo @ em termos de suas componentes:
&= wyl + wy] + wk

chegamos a:

-

BAJ = (Wl + w,] + wZE) AT = wk — w,T

o S
I

=Nk = (Wl + w,] + wZE)/\E = —wy] + wyT
1= BAT= (w0l + wyf + wk) AT = —w,k + w,]

de onde obtemos:

D
w, =7k

N
wy =k-T

N
w, =1"]

Os membros a direita dependem apenas do movimento do sélido, e ndo de um seu ponto
particular.

Além disso, esse @ é Unico, pois, se tivéssemos outro valor @', poderiamos escrever:
F=BAF=@ AP (@B-B)AF=0
Como 7 € arbitrario, entdo necessariamente @ = @'.
Finalmente, sendo 7 = P — 0, temos:
P=P-0=0p—Py=BAP—-0) >
SVUp=Vg+wA(P—-0)
que € a Férmula de Poisson, a qual descreve o campo de velocidades do sélido.

O vetor w é chamado vetor de rotagdo (instantaneo) do sélido e, em geral, varia em moédulo,
direcdo e sentido, de instante para instante.

Note-se que 0 movimento geral pode ser considerado como uma rotagdo mais uma translacao
instantanea (movimento helicoidal).

A aceleracdo pode ser obtida através de derivacdo direta da formula acima:
dp=Vp=dp+BAP—-0)+BA[@BA(P—0)]
(campo de aceleracdes)

8 RBS-06.09.2021



PME3100 Mecanica |

Caso particular:

Vamos retomar o caso de rotagdo em torno de um eixo fixo, visto anteriormente, mas agora
pressupondo que o sélido tenha um movimento roto-translatério, com o versor k paralelo ao eixo
de rotacdo (k constante).

Eixo de rotag¢do do
movimento helicoidal

Seja um ponto P qualquer do solido e P’ definido como a projecao ortogonal de P sobre o eixo de
rotacdo (ndo depende do tempo). Temos, usando os versores mostrados na figura:

A velocidade sera:

pois r (distancia de P a P’) é constante.
Os versores % e 7 formam um sistema de coordenadas polares e, desde que k é constante, temos:
iU=07tet=—01.
Além disso, como 7 = k A i, podemos escrever:

Bp — Up, =11l = 767 = Or(k A ) = (0k) A () = (Bk) AT
Poisson:

ﬁp :ﬁp,‘l‘a/\(P_P,):)ﬁP_ﬁP’ :5/\77
Como P é qualquer:

@ =0k

Assim, vemos que, no caso particular de um movimento roto-translatorio (que inclui movimento
helicoidal e movimento plano), a magnitude do vetor rotacdo é igual a velocidade angular do
solido, em torno do eixo de rotacéo.
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Exemplo: Mostre que se dois pontos P e Q de um mesmo corpo rigido tém, em um dado instante,
a mesma velocidade, entéo:

i) (P —Q) é paralelo ao vetor de rotacdo w, ou
ii) O corpo realiza, neste instante, um ato de movimento translatério puro.

Resolucéo:
P e Q do mesmo corpo rigido: Férmula de Poisson:

Up =D+ BAP—-Q)2Vp—Do=BAP-Q) =2BAP—-Q)=0
Se P e Q sdo dois pontos distintos, entdo ou (P — Q) Il &, ou @ = 0 (movimento de translacéo).
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