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2 — Cinematica do ponto

2.1 —Trajetoria, velocidade e aceleragéo

A posicdo de um ponto P, em relagdo a um referencial suposto fixo no espaco, descrita em termos
de um sistema de coordenadas cartesiano (O, x, y, z) também fixo, fica univocamente determinada
através de suas trés coordenadas (X, y, z). Se sua posi¢do varia com o tempo, entdo as equacdes:

x = x(t)
y=y()
z = z(t)

definem a trajet6ria do ponto e sdo chamadas de equacBes paramétricas, em t, dessa trajetoria.
Eventualmente, pode-se obter as equacOes dessa trajetdria, simplesmente eliminando-se essa
variavel t.

Exemplo 2.1:
x =2t
y=3t2+5
z =4sint

Tendo t = x/2 da primeira expressdo e substituindo nas outras duas, obtemos a curva que

representa a trajetoria, descrita pelas equacdes (intersecdo de duas superficies):
2

y=g t>s
=4$ir1f
d 2

onde o parametro t ndo aparece. Graficamente, o aspecto da curva seria:
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Prosseguindo, vamos chamar o vetor posicdo (P — 0) de 7 = 7(t). A trajetéria é definida por:

P=0+71) =0+x®)T+y®)]+z(Dk
VVamos indicar as derivadas em relacdo ao tempo por um ponto, ou seja:
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d?_;.dx_.'dzf_; _ dzx_“_ .
ETAREr T TR TE R
A velocidade de P é definida por:
,_ap_ .
U—E—T()
e a sua aceleracéo por:
- dz 5 3
a=ﬁ=v(t)=r(t)

Considerando alguns sistemas de coordenadas, vejamos as respectivas componentes.

N

1) Coordenadas cartesianas y 5
K]
P—0=xt+yj+zk 7Y
|
| .
- - :)’
55 P fivne v !
Com (0,77, k) fixos: N3 . §
5 = ; o
U=xT+y]+ zk 7! o
N 4 <A .. SNSRI =g
ed =X+ yj+ 7k
2) Coordenadas polares no plano
P-0=ri=>3=2C92_-2_si4+ri
dt dt A
)/’
oF
= > 4
Parai e 7 b
— - . - r //
Uu=cospl+singj - ’
= . - - 1 4
T=—sin@pl+cosg] g F & - ¢
Assim, com 07 e 07 fixos: . .
—.) . . - . - . . - () ‘9' x,
U=—@singl+@cosp]=@(—sinpl+cosp)) = !
PT €
T=—@cospli—@singj=—@(cospi+sing]) =—¢i
Portanto:

D=7 +1U =i+ 1T
Para a aceleracdo:
A=V =FUl+rU+7ot+1¢T+19T = F—1rd?) U+ Qr¢ +1d)

radial transversal
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ATENCAO a diferenca entre REFERENCIAL e SISTEMA DE COORDENADAS

Considere um disco girando em torno do seu centro fixo O, com velocidade angular ¢, e sendo P
um ponto desse disco. A

a

-
/

Considere também um referencial fixo
(absoluto - parede, chdo), que contém o
centro O, com o0s eixos Ox e Oy solidarios a
ele.

Nesse referencial, comx =rcospey =
r sin ¢, a velocidade de P pode ser expressa
no sistema de coordenadas cartesiano:

V=xl+y]=
= —r@singpl+rpcose]
ou no sistema de coordenadas polares:

U =rQtT
Analogamente, pode-se expressar a aceleracdo (nesse mesmo referencial fixo) nos dois sistemas
de coordenadas.

Note-se que aqui o referencial € 0 mesmo (absoluto), e estamos expressando a mesma grandeza ou
0 mesmo vetor (velocidade ou aceleracdo absolutas do ponto), apenas usando componentes
(coordenadas) diferentes.

Facamos agora uma mudanca de referencial, usando o disco como referencial movel (o
observador move-se junto com disco), com os eixos Ou e O7 ligados rigidamente a ele. Com
relacdo a este novo referencial, a velocidade de P é nula (o observador move-se com ele), e posso
expressa-la usando o sistema de coordenadas cartesiano:

=00+ 0J
ou o sistema de coordenadas polares:

U =0u+07

Analogo para a aceleracao.
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3) Coordenadas cilindricas -
P—0 = pii +zk ..TP
|
|
N |
Com (0,77, k) fixos: :
N 1z
B = pi + ppi + 7k ¥t ST
= . . — .« . e\ = W7 () ". ! S
ed=(p—pp?u+ Q2pp+pp)T + Zk ; 7
W e .
X 0] P \\\:
4) Coordenadas esféricas
P—-0 = Tér A % Z
- —>
€

. SIP ¢

Com Ox, Oy e Oz fixos: i
. I
V=716 +rpcospé,+1r6é, e ro !

. . 1
d=(#—716%—r@?cos? p)é, + > . !
+(27¢ cos 8 — 2rf¢ sin @ + ¢ cos 0)@, 0. 73 I R

+ 7 S l T
. . X ~ 1
+(r + 276 + r? sin 6 cos 6)é, ? B

2.2 — Componentes intrinsecas

Se expressarmos os vetores velocidade e aceleracdo em termos do triedro de Frenet, suas
componentes serdo chamadas de intrinsecas, pois dependerdo apenas da trajetoria e ndo do sistema
de coordenadas adotado. Isto é especialmente Util quando se estuda 0 movimento de um ponto
material sobre uma curva dada, pois, neste caso, o triedro de Frenet € um dado do problema.

Seja P(t) um ponto movel no espaco, (E, n, 5) o triedro de Frenet definido a cada instante para a

curva trajetdria de P(t) e s o arco de trajetéria medido a partir de uma origem qualquer. Assim,
P = P(s), coms = s(t).

Temos:

_p_dp_dP
VErR T T st Tt

O escalar s = v chama-se velocidade escalar, e v é evidentemente tangente a trajetoria.

Quanto a aceleracdo:

- Y "D . w . dE. . v2_>
a=v=St+st=st+s|—s :vt‘l‘Fn
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com: a; = v = aceleracdo tangencial, e

v2

an = = aceleracdo normal

Né&o confundir essas grandezas com as componentes transversal e radial da aceleragdo expressa em
coordenadas polares. Sera as mesmas apenas se a trajetdria for uma circunferéncia de centro na
origem, e desde que se oriente u de P para O.

Observagcio: € '
‘S

Equacdes paramétricas da trajetoria do -
ponto P, com Oxyz fixo, com a distancia s L P(s)pn
medida sobre a trajetdria a partir de uma
origem O

> _

ls)
x = f(s)

y=g(s)
7 = h(s) 9

by

Assim: (P — 0) = P(s) = U(s) = xi +
] + 2k = ()T + ()] + h(s)k

Esta é a trajetoria, é a curva no espaco. O ponto P pode percorrer esta trajetoria P(s) de inUmeras
maneiras. Ou seja, a sua equacdo horaria s(t) pode ser qualquer, sobre a mesma (Unica) trajetdria
P = P(s). Esta trajetéria P(s) ndo define a velocidade nem a aceleracdo do ponto, ja que ambas
dependem de como s vai variar no tempo.

Temos:

dpP g ' > ’ 4 ’ 7
e =f'(s)T+ g'(s)] + h'(s)k
que ndo depende do tempo.

Agora, conhecendo como s varia no tempo em um caso particular, ou seja, conhecendo a posicao
s, e consequentemente conhecendo a velocidade escalar v = §, para cada instante t, podemos
escrever:

L d(P-0) dP dP ds ... .
U_T_E_g E—s[f(s)t+g(s)]+h(s)k]—vt

Analogamente para a aceleragao.
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Exemplo 2.2 - (CP.8 da lista) O video “Tunel”, disponivel no “site” da disciplina, mostra uma
manobra acrobatica com um automaével dentro de um tanel. Vamos adotar um modelo fisico
simplificado para essa manobra, ilustrado na figura abaixo, com as seguintes hipdteses:

N tanel
P o R

N
x
’

vista lateral

helicoidal de passo constante

Tunel cilindrico - Ponto em trajetéria ’-VV\S
X

vista superior

- 0 tanel sera representado por uma superficie cilindrica de raio R. Vamos adotar aqui um
cilindro completo, embora ndo houvesse maiores dificuldades em adotar um cilindro
truncado pela pista de rodagem, o que representaria melhor o caso real,

- 0 veiculo seré representado por um ponto material P de massa M;

- 0 movimento se inicia no ponto mais baixo do cilindro, com a direcdo do veiculo fazendo
um angulo de entrada oo com o eixo daquele;

- atrajetoria se desenvolve na superficie cilindrica do tunel. Supde-se que o angulo de avancgo
o Seja constante, ou seja, a trajetdria é helicoidal de passo constante — isso corresponde a
supor que ndo existam deslizamentos laterais do veiculo;

- 0 piloto, além de manter o volante fixo, ndo acelera nem freia o veiculo durante toda a
manobra, ou seja, ndo ha dissipacdo nem fornecimento de energia ao veiculo.

Nestas condi¢des, pede-se:

a) obtenha as coordenadas do ponto P (ou seja, as componentes do vetor posicao (P — O))
usando o sistema de coordenadas cartesiano (O, x, Y, z) indicados na figura, em funcao
do parametro (angulo) 6 e das constantes R e o

b) obtenha as coordenadas do ponto P (ou seja, as componentes do vetor posi¢édo (P — O))
usando o sistema de coordenadas cilindricas (O, R, 6, X) indicados na figura, em fungéo
do parémetro (&ngulo) 0 e das constantes R e a.

c) obtenha o raio de curvatura da trajetdria, nas posi¢cdes em que o angulo 6 € igual a -90°,
0°, 45° e 90°.

d) obtenha as componentes do vetor velocidade V do ponto P, nos eixos x, y e z indicados
na figura, em funcdo do pardmetro (&ngulo) 6.

e) obtenha as expressdes da aceleracao tangencial e da aceleracdo normal desse ponto em
funcdo da velocidade V, nas coordenadas intrinsecas (t, i, B).

SOLUCAO:
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a) obtenha as coordenadas do ponto P (ou seja, as componentes do vetor posi¢éo (P — O)) usando
0 sistema de coordenadas cilindricas (O, R, 6, x) indicados na figura, em funcéo do paréametro
(angulo) Ae das constantesR e a.

O vetor posicao do ponto P, no sistema de coordenadas cilindricas indicado, € dado por:
(P—0)=Ru+xT (1)

Para um pequeno deslocamento ds do ponto P sobre a sua trajetéria, que corresponde a uma
pequena variacdo d@ do parametro &, temos:

R-df =ds-sina (2)
dx =ds-cosa (3)

Eliminando ds dessas duas equacdes, e considerando que 0 movimento iniciaem x =0 com 6 =
6,, ficamos com:

R-cosa-df =dxsina:>Rcosaf:0d0 =sinadxf:dx:xzR(G—HO)/tana

Assim, a posi¢do do ponto P, em funcdo do parametro (angulo) & e das constantes R e «, serd dada
por:

R(6—6,) ,
—1

(P-0)= Ru+
tan a

b) obtenha as coordenadas do ponto P (ou seja, as componentes do vetor posi¢ao (P — O)) usando
o sistema de coordenadas cartesiano (O, X, Y, z) indicados na figura, em funcdo do parametro
(angulo) e das constantes R e «.

Daeqg. (2):
. ds _ R _ R _
R-df =ds-sina = B T T S= (@ —6y)
Daeqg. (3):
dx =ds-cosa= 2% cosqa » =L 5 x= L(B—Ho)
sena aée tga tga

Assim, podemos escrever a equagdo parametrica da trajetoria:
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R(6-6,) -
tga

P-0= i+ Rsen6j+ RcosO k (4)

c) obtenha o raio de curvatura da trajetoria, nas posi¢oes em que o angulo &€ igual a -90°, Q°,
45° e 90°.

Para o triedro de Frenet (£, 7, 5) da trajetdria, o versor tangente £ é dado por:

—>dP darP dé
=g -2 8- (2

sena
a0 s — T+ RcosO 7] —Rsen@k) =

tga
- - 7
=cosa U+ sena - cosO j — sena - senbk

Para o versor normal 71, temos:

1 dai _ dt sena  sena -
N=—==-== (—sena senf j — sena cos@k) = (—senef— Cosek)
p ds d9 ds R

, f s R
onde p é o raio de curvatura da trajetoria: p = .

ena

Vemos que o raio de curvatura p é constante, sendo 0 mesmo para todos os valores de & pedidos.

R
sen‘a

p:

d) obtenha as componentes do vetor velocidade V do ponto P, nos eixos X, y e z indicados na
figura, em funcéo do parametro (angulo) 6.

Daeq. (4):

= dn oy _ d [R(=6) -
V= " (P-0) = - [—tga + Rsen ] + Rcosf k]

= 2% 74+ RécosO— Rfsend k
tga

Como a velocidade do ponto P na direcdo de Ox é Vcosa, temos:
RO — Vcosa = RO = Vsina
tga

Assim, a velocidade do ponto P, em funcdo do parametro 6, sera dada por:

V =Vcosal+ Vsinacost—VsinasenBT()

e) obtenha as expressdes da aceleracdo tangencial e da aceleracéo normal desse ponto em funcéo
da velocidade V, nas coordenadas intrinsecas (¢, 7, b).

Aceleracdo tangencial a, =Vt

V — sen’a

Aceleracdo normal: d,, Sn= Vin
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Exemplo 2.3: O movimento do ponto P é dado pelas leis do movimento:
x =rsinwt
y = 1 cos wt
z =7r(1— sinwt)

onde r e w sdo constantes ndo nulas. Qual é a trajetoria de P?

Resolucéo: .

Eliminando o tempo das equagdes dadas:

x? +vy? =r? (superficie cilindrica de raio r e eixo Oz)
Z+x=r (plano paralelo a Oy, inclinado de 45° em relagéo ao
plano xOy)

A trajetdria, portanto, é uma elipse, contida no plano z + x = r,
centro (0, O, r) e de semi-eixos:

a=+2r
b=r

Exemplo 2.4: Dadas as expressdes intrinsecas de v e a:
- rd - i ‘UZ —
v=vt e a=vt+?n

e sendo ¢ = 1/p, onde c € a curvatura da trajetoria e p 0 seu raio de curvatura, verifique que:

lvadl 1

Resolucéo:

- - = i v2—> v3_> - - v3
tad=WH)A|(vE+—R)=—Db=>|Prdl=—>
P P p
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