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As fracgdes s3o um dos temas do ensino bdsico em que os
alunos apresentam mais dificuldades. Os professores recla-
mam falta de estudo para justificarem o insucesso nesta par-
te da matéria, ndo parecendo reconhecer a complexidade
inerente a este assunto (Streefland, 1991). Analisemos, por
exemplo, os diversos significados que uma fracgio pode ter
dependendo do contexto onde se insere. 3/5 pode referir-
se a uma parte de um todo, 3/5 de um bolo, 3/5 da super-
ficie da terra, etc., ou pode representar o quociente entre
dois nimeros naturais. Se tivermos 3 pizas a partilhar por 5
pessoas, 3/5 representa o quociente que resulta de dividir 3
por 5 e que € a parte de piza que cabe a cada um. Por outro
lado, 3/5 representa também, neste contexto, a razdo entre
o nimero de pizas e o ndmero de pessoas: 3 pizas para 5 pes-
soas equivale a 6 pizas para 10 pessoas. Uma frac¢io pode
ainda representar a razio entre duas partes de um mesmo
todo: a relacdo entre o nimero de raparigas e o nimero de
rapazes num conjunto de 8 jovens numa festa, por exemplo.
No caso de querermos saber quanto é 3/5 de meio milhdo
de euros, por exemplo, ou 3/5 de meia piza, a frac¢io fun-
ciona como um operador aplicado a um conjunto discreto
ou continuo.

No longo percurso em que as criangas vao desenvolvendo
o conceito de nimero racional, temos de considerar, por um
lado, o conceito (mais precisamente a teia de conceitos),

fis fraccoes e o desenvolvimento do sentido do numero racional

e por outro os simbolos que o representam. Acontece as
criangas operarem com os simbolos sem terem ideia das
quantidades e conceitos subjacentes, o que faz com que, por
exemplo, cheguem a respostas sem sentido. Assim, nfo é
raro vermos alunos adicionarem ntmeros representados por
fracgdes adicionando os numeradores e os denominadores,
evidenciando enormes lacunas na compreensdo do conceito
de fraccfio e das operacdes com estes nimeros.

Neste artigo iremos apresentar e discutir uma proposta
alternativa para a primeira abordagem as frac¢des, diferente
daquela que € tradicionalmente usada com alunos do 2°
ciclo. Discutiremos as estratégias que alunos usaram na
resolucdo de tarefas em contextos de partilha equitativa e
que foram usadas no 4mbito de uma experiéncia de sala de
aula com alunos do 5° ano de escolaridade. Procuraremos
mostrar como € que, utilizando as estratégias informais dos
alunos como ponto de partida na aprendizagem, é possivel
que os alunos construam de forma significativa o conceito
de frac¢io, a0 mesmo tempo que é valorizada a compreensio
e a participacio activa do aluno no seu préprio processo de
aprendizagem. Finalmente, apresentaremos também, de
forma breve, algumas das ideias diddcticas que serviram
de base a esta experiéncia e que tiveram origem na

teoria de ensino e aprendizagem da Matemadtica Realista

(Freudenthal, 1973, 1991; Streefland, 1986, 1991).




0 ensino das fraccoes em Portugal

Em Portugal, e de um modo geral, a primeira (e por ve-
zes Unica) abordagem as fracgdes € feita através da relagio
parte/todo. Utilizando uma figura (um rectangulo ou um cfr-
culo) dividida num certo ndmero de partes iguais, e simboli-
zando a unidade, relaciona-se as partes com o todo da figura.
A figura simboliza, por exemplo, um chocolate dividido em
5 partes iguais, cada uma dessas partes sendo 1/5 do choco-
late. O conceito de frac¢iio equivalente é também explicado
recorrendo ao mesmo modelo, e os alunos devem visualizar
assim que 2/10 é a mesma quantidade de chocolate que 1/
5. Também as operacdes adi¢io e subtracgio sdo abordadas
recorrendo ao mesmo suporte visual, havendo a preocupa-
¢do de se estudar primeiro a adi¢io e em seguida a subtrac-
¢Ao como operagiio inversa da adigio. [sto significa que, na
abordagem tradicional, o ponto de partida para o ensino sdo
de um modo geral, os conceitos matematicos formais e ndo
os fenémenos da realidade do dia-a-dia de onde estes con-
ceitos foram em tempos abstraidos. Assim, isto pode ser uma
das razdes pela qual haja alunos que representem a situagio
da figura 1 por 1/4, em vez de 1/5, que é o que o professor
normalmente quer que esteja representado na figura.

A verdade é que a figura também pode representar 1/4
se considerarmos, ndo a relacio parte sombreada/toda a fi-

Figura 1.

Quadro 1.
Primeiros problemas apresenfados aos alunos

gura, mas sim a relacio parte sombreada/parte nio sombre-
ada. Uma das origens de mal entendidos pode ser o facto de
serem Os conceitos matematicos, que os alunos ainda nio
dominam, e ndo o contexto do problema a dar significado a
actividades como estas. Outra caracteristica da abordagem
tradicional € a auséncia do apelo a estimativa, dando-se pre-
feréncia ao cdlculo exacto com papel e l4pis. Deste modo,
a aprendizagem das frac¢des acaba por pdr muita énfase nos
procedimentos, nas regras e nos algoritmos, funcionando,
do nosso ponto de vista, como um entrave ao desenvolvi-
mento do sentido do nimero.

A fraccdo explorada em situacdes de partilha equitativa

Na abordagem que aqui apresentamos, a frac¢io surge em
situagdes de partilha equitativa. Os alunos desde o0 3° ano de
escolaridade que resolvem problemas de divisdo deste tipo,
onde o dividendo é quase sempre um multiplo do divisor.
No caso do quociente ndo ser um ndmero inteiro, os alunos
apresentam os resultados na forma de numeral decimal.
Agora o dividendo é, numa primeira fase, um nimero menor
que o divisor, o que pede que a unidade seja dividida.

Na experiéncia que levdamos a cabo no 5° ano*, os
alunos nunca tinham estudado frac¢des no 1° ciclo, o que
alids acontece com grande parte dos alunos portugueses
apesar destas fazerem parte do programa do 1° ciclo em
vigor!. Desde a primeira aula, os alunos trabalharam em
grupo 2 volta de variados problemas de partilha equitativa,
sem que lhes tivesse sido explicado como os podiam resolver.

Quadro 2. Estratégias apresentadas pelos alunos na resolugdo
da primeira parte do problema 1

Problema 1 f
Quatro amigos foram a um restaurante e pediram trés pizas.
Dividiram igualmente as trés pizas. Que parte de piza comeu
cada amigo?

Descreve o processo que utilizaste para responder & ques-
tdo. Podes fazé-lo utilizando palavras, desenhos, material,
esquemas ou célculos.

Cada amigo comeu mais que uma piza ou menos que
uma piza? Explica o teu raciocinio.

Dividiram cada uma das 3 pizas em quatro partes iguais e deram 3 fa-
tias a cada amigo.
Responderam que cada amigo comeu trés fatias de piza.

Dividiram 2 pizas, cada uma destas em duas partes iguais e a terceira
piza em quatro partes iguais e deram metade de uma piza mais um quar-
to da outra a cada amigo. Responderam que cada amigo comeu metade

de uma piza e mais um quarto de outra.

Problema 2

Se em vez de quatro amigos fossem oito amigos, pedissem
trés pizas e as dividissem igualmente, que parte de piza
comeria cada um?

Descreve o processo que utilizaste para responder a ques-
tdo. Podes fazé-lo utilizando palavras, desenhos, material,
esquemas ou calculos.

Cada amigo comeu mais que uma piza ou menos que
uma piza! Explica o teu raciocinio.

C

Problema 3

Em qual dos grupos anteriores, o de quatro amigos (proble-
ma 1) ou o de oito amigos (problema 2), cada amigo comeu
mais piza! Explica o teu raciocinio.

£

Dividiram cada uma das 3 pizas em oito partes iguais e deram 6 oitavos
a cada amigo. Responderam que cada amigo comeu 6 oitavos.

Dividiram cada uma das 3 pizas em oito partes iguais. Contaram os pe-
dagos de uma piza obtidos e multiplicaram por 3 (temos 8 X 3 = 24) e
dividiram as 24 fatias pelos 4 amigos (24
cada amigo comeu seis fatias.

= 4 = 6). Responderam que

Dividiram 3 = 4 e obtiveram 0,75 e alguns responderam 75%
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A cada grupo era apresentado um conjunto de tarefas, numa
tnica folha grande de modo a promover a leitura simultinea
a todos os elementos do grupo, juntamente com materiais
de cartio simbolizando pizas, chocolates, etc., dependendo
das situagdes dos problemas. O papel do professor durante
o trabalho de grupo era essencialmente o de promover a
discussdo entre os alunos e fazer com que todos os elementos
do grupo participassem na resolucio da tarefa. O professor
solicitava uma resposta colectiva (producdo do grupo) que
era registada numa folha.

No quadro 1 encontram-se os primeiros problemas
perante os quais os alunos foram colocados. Apés a resolu-
¢Ao dos trés problemas, seguiu-se a apresentagio e discus-
sdo em plendrio das produgdes dos grupos, onde estas foram
comparadas e se reflectiu sobre o trabalho desenvolvido. As
estratégias apresentadas pelos grupos? foram as mais variadas
(veja quadro 2). Praticamente todas as produgBes apresen-
tavam desenhos ou esquemas, havendo em algumas delas re-
gistos de célculos.

Como podemos ver, algumas producdes dos alunos refe-
riam quartos, oitavos e metades, por extenso, mesmo nunca
tendo sido “ensinados” na escola a chamar-lhe assim. (figu-
ras 2).

Outros alunos referiram-se a fatias, no entanto, os
desenhos elucidaram sempre se eram quartos, oitavos ou
metades (figura 3).

Na comparagio com a unidade, todos os grupos
referiram que cada amigo tinha comido menos que uma
piza, tendo um deles escrito “se uma piza tem quatro fatias,
cada um comeu menos, pois s6 comeu 3”.

Na exploragio em plendrio de turma o professor
solicitou aos alunos que referissem como tinham chegado a
solucio e os diferentes modos de representagio desta foram
registados no quadro. Durante a discussdo, o professor foi
chamando a aten¢fio para o facto de ser possivel representar
de diferentes modos o mesmo nidmero e introduziu a
simbologia da frac¢do. O apelo a conex@o com a divisdo
foi um dos aspectos realgados no didlogo que se manteve
na turma, e o professor acabou por registar no quadro a
expressao

As fracgdes unitdrias surgiram e 3/4 apareceu igual a

1+1+1
4 4 4

e também igual a

1 1

SR
Como houve alunos que dividiram a piza em oitavos, hou-
ve ainda a resposta 6/8, o que permitiu notar que afinal 3/4
de piza era a mesma porcio de piza que 6/8 de piza. A multi-
plicagdo também surgiu quando um grupo resolveu dar 1/4
de piza a cada amigo:

LRSI RN |
4 4 4 4

Houve um aluno que referiu que tinha comido uma piza me-
nos 1/4, tendo o professor aproveitado para escrever

51
4 4
No fim da segunda aula os alunos tinham, de um modo in-
formal, abordado j& a noc@o de frac¢iio, a decomposi¢io em
fraccdes unitdrias, e a comparacio e multiplicacio de frac-

¢Oes, 0 que seria impensavel na abordagem tradicional. Nos
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seis problemas seguintes, surgiram temas como a equivalén-
cia de fracgdes, as fracgdes impréprias na forma de nume-
ral misto (5 criancas a partilhar 6 chocolates), as fraccdes
decimais (dois bolos de aniversario divididos em 10 fatias
iguais), as frac¢des aplicadas a um conjunto discreto, e a re-
constru¢io da unidade.

Mais tarde houve a preocupagio de avaliar até que ponto
as fracgdes sem contexto faziam sentido para estas criangas,
tendo sido pedido aos alunos para fazerem mentalmente o
célculo de expressdes tais como

2 2 1 4
5 + 5
e para indicarem, de forma aproximada, o seu lugar numa
recta (com a unidade previamente determinada através de
alguns nimeros inteiros representados). Nenhum grupo ma-
nifestou ddvidas. Houve raciocinios do tipo, “2/5 mais 4/5
é maior que um portanto se 2 mais 1 d4 3, com mais 1 e pou-
co, assinalo um pouco 2 frente do 4”. Noutra situa¢iio, onde
se pedia para inventarem problemas que traduzissem expres-
soes dadas, os alunos evidenciaram que os simbolos tinham
para eles significado, como mostra o seguinte enunciado de
um dos grupos para a expressao

2—11
3

“Se o André receber duas unidades de chocolate e oferecer 1

unidade de chocolate & Vanessa e 1/3 a Rita, quanto come o
André?”’

Através da andlise que realizdmos das producdes dos alunos
verificdimos que ao longo do tempo estes foram recorrendo
cada vez mais ao uso dos simbolos das fraccdes. Para além
disso, notdmos também que nenhum dos grupos apresentou
respostas sem sentido, o que revela que fizeram um trabalho
significativo. No caso das fracgdes decimais, as producdes
permitiram realcar a existéncia de diferentes designacdes
para o mesmo niimero racional, nomeadamente os numerais
decimais, as fracgBes e as percentagens (por exemplo 3/4 =
0,75 = 75%). As produgdes permitiram ainda a abordagem
informal de algumas operagdes aritméticas. De resto, o fac-
to de partirmos das estratégias informais dos alunos, dando
espaco ao trabalho ao nivel de compreensio de cada grupo,
possibilitou que todos estes conceitos, que sido reconhecidos
como complexos, fossem trabalhados por todos os alunos.

Discussdo da abordagem

Podemos dizer que esta abordagem se caracteriza pelo se-
guinte conjunto de aspectos intimamente relacionados. Um
primeiro aspecto a realgar tem a ver com o facto da reali-
dade dos alunos ser utilizada como ponto de partida para a
construgio do conceito de fracgio. Neste caso, a realidade
utilizada é uma série de situagdes contextuais do dia-a-dia,
onde as fracgBes surgem de forma natural. Na abordagem
tradicional, o ponto de partida para a aprendizagem é a pré-
pria Matemdtica, nomeadamente o conceito matematico de
fraccdo concretizado em figuras, que funcionam como mo-
delos visuais da estrutura matemdtica. Freudenthal (1973,

1991) refere-se a este aspecto da abordagem tradicional
como “inversdo anti-diddtica”, observando que o ponto de
partida para a aprendizagem da Matemdtica é o produto fi-
nal da actividade matemdtica que foi sendo desenvolvida
por matemadticos excepcionais.

Um outro aspecto que caracteriza a abordagem desta
experiéncia, e que estd extremamente ligado ao aspecto
anterior, é o facto do processo de construgio do conceito
de fracgio ter por base as préprias estratégias informais
dos alunos, e as suas produgdes proprias. E dada assim
a possibilidade aos alunos de participarem activamente
no seu préprio processo de aprendizagem. O aprender
Matemdtica é assim, nesta abordagem, identificado com
o ‘fazer Matemdtica’. Isto estd intimamente ligado com a
visdo de, por exemplo, Freudenthal (1973,1991), de que a
Matemética ¢ primariamente uma actividade humana. E a
actividade de organizar, relacionar, estruturar, generalizar,
provar, formalizar o mundo & nossa volta.

Um terceiro aspecto tem a ver com o tipo de situagdes
problemdticas. Estas sio apresentadas de forma aberta
(no sentido de que ndo ¢é ensinado a partida qualquer
processo de solu¢do) e sdo tais que permitem gerar
conhecimento matemdtico (que por sua vez servird de base
a producio de novo conhecimento). O papel do contexto
¢é aqui fundamental. No estudo que realizdmos, utilizdmos
contextos de partilha equitativa como ponto de partida
para o estudo das fracgdes (Streefland, 1986). No entanto,
ha outros contextos igualmente ricos que deverdo também
ser usados numa fase inicial do estudo do conceito de
fraccdo, como sendo contextos de medida (que convidem
ao refinamento da unidade de medida, fazendo surgir assim
as fracgdes). Neste caso as representa¢des fracciondrias
aparecem com a necessidade de comunicar o resultado da
medicio de uma certa grandeza. Por exemplo na medicio
de um comprimento, onde a unidade de medida fornecida
aos alunos (por exemplo uma tira de papel) ndo cabe um
ndmero inteiro de vezes no comprimento a medir. H4
necessidade de fraccionar a unidade em partes tais que daf
resulte uma medida exacta, por exemplo

4
— 4.
310 ou 3,

As situacdes sdo tais que permitem a descoberta de relagdes
e a construcdo de modelos que vao gradualmente servindo
de ponte para a construcio de conhecimento matemdtico
mais formal.

Um outro aspecto é o papel e importincia que é dada
A interac¢do na sala de aula. Uma vez que é dado espaco
a construgdes préprias das criancgas, baseadas no seu
conhecimento informal, surge na sala de aula uma grande
variedade de estratégias, solugdes e graus de compreensio da
situacdio problemdtica e da sua resolucio. E necessdrio por
isso que haja um debate das ideias e descobertas feitas, o que
leva a justificacio, reflexdo e comparacio de estratégias, e
que por sua vez estimula a consolidacio das aprendizagens.

Finalmente, esta abordagem privilegia as conexdes
matemdticas. O facto das situagdes problemdticas serem do
dia-a-dia e de ser dada liberdade ao aluno para as resolver
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baseado no seu conhecimento informal (aquilo que sabe
naquele momento) faz com que estas conexdes surjam
de forma natural. De facto, em situagdes da realidade,
as fracgdes, os decimais e a razio, por exemplo, estdo
intimamente relacionados.

Esta é assim uma abordagem que é centrada no aluno,
uma vez que privilegia a participacio activa deste no seu
préprio processo de aprendizagem. O aluno tem liberdade
de resolver os problemas ao seu nivel, recorrendo ao seu
préprio conhecimento naquele momento, o que ndo s6
valoriza o seu esfor¢o e trabalho mas também permite a
diferenciacio de raciocinios na sala de aula. Primeiro, a
possibilidade de construir ele préprio as solugdes, e depois, a
possibilidade de argumentar e comparar estratégias, permite
ainda que possam ser os préprios alunos e ndo o professor a
validar as respostas. Este tipo de trabalho transmite ainda
ao aluno uma outra ideia do que €é fazer matemdtica: o
importante nio é s chegar a resposta certa mas também e
principalmente o descobrir um processo de resolugiio e saber
argumentar sobre a sua correc¢io.

Notas finais

Note que nio defendemos um trabalho exclusivamente em
contextos de partilha equitativa. Pretendemos exemplificar
uma primeira abordagem as fracgdes em contextos
significativos para os alunos. E importante proporcionar
as criangas um trabalho em diversificadas situagdes, onde
as fracgdes surgem com diferentes significados, de modo a
que explorem os conceitos de forma completa e integrada
possibilitando uma constru¢io gradual do sentido do
némero racional. E preciso, portanto, dar tempo aos alunos
para irem integrando todos este conceitos e as suas relacdes,
assim como os novos simbolos, e ndo ter pressa em introduzir
regras e algoritmos, correndo o risco de os introduzir antes
de que estes possam ter significado para as criangas.

A abordagem que aqui apresentdmos foi inspirada
no trabalho de Streefland (1986, 1991) sobre o ensino
e aprendizagem das frac¢des e que se insere na corrente
matemdtica designada por Matematica Realista. Esta teoria
de Educa¢io Matemidtica tem vindo a ser desenvolvida
nos dltimos 35 anos aproximadamente, no Instituto
Freudenthal na Holanda. E uma teoria em constante
construgio mas que teve o seu ponto de partida na ideia
de Freudenthal da Matemadtica como actividade humana.
Para ele a Matemdtica é em primeira instAncia uma
actividade, tendo vindo a constituir um corpo organizado
de conhecimentos, no entanto a esséncia da Matemdtica
ndo sdo as estruturas matemdticas mas sim O processo
que conduz a essas estruturas. Segundo Freudenthal, a
Matemitica deveria ser assim também para os alunos, uma
actividade. Estes deveriam aprender Matemadtica, através
do fazer Matemidtica, matematizando assuntos da realidade
do dia-a-dia e matematizando a sua prépria actividade’. No
fundo, através de um processo de matematizaciio progressiva,
deveria ser dado aos alunos a oportunidade de reinventar a
Matemdtica. Assim como a actividade de matemdticos

excepcionais resultou na Matemdtica que conhecemos
hoje, a actividade dos alunos pode resultar na constru¢io
de Matematica (Gravemeijer, 2005). Esta é também a visdo
de Fosnot & Dolk (2002), que se referem aos alunos como
‘pequenos matematicos’.

Finalmente, e dado o exposto, gostarfamos de deixar
uma ideia no ar: porque nfo introduzir as frac¢des jd no
1° ciclo? Utilizando esta abordagem, é possivel trabalhar
de forma informal, e muito naturalmente, muitos dos
conceitos que hoje sdo abordados apenas no 2° ciclo, o
que constituiria uma boa base para um trabalho posterior
mais formal no 50 e 60 anos. Se precisamos de dar tempo
aos alunos para construir os conceitos, descobrir relagdes,
antes de introduzir as regras e procedimentos, e sendo esta
abordagem tdo intuitiva para os alunos, ndo serd desejdvel
iniciar o trabalho desta maneira mais cedo? Deixamos assim
aqui um convite a discussio sobre este assunto.

Notas

*  No ambito do Projecto Desenvolvendo o sentido do niimero:
perspectivas e exigéncias curriculares.

1 No programa do 1° ciclo em vigor as frac¢des aparecem como
operadores partitivos aplicados a um conjunto discreto.

2 Esta experiéncia foi realizada em 3 turmas.

3 Note que nfo é necessdrio portanto que se parta sempre de
contextos reais, do dia-a-dia. A palavra realista tem a ver
com o papel essencial dos contextos reais, por um lado, mas
refere-se também ao facto do ponto de partida dever ser o que
¢ sentido pelo aluno como real, aquilo que sabe, podendo ser
portanto um contexto da Matematica, desde que seja algo real
para o aluno.
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