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Modelos discretos

» Estabelecem a relagdo entre varidvel e a realiza¢dao do
experimento que a origina;

» Uma varidvel aleatéria segue determinado modelo se cada
possivel valor da varidvel acontece conforme uma
determinada lei de atribuigdo de probabilidades;

> A lei de atribuicdo é dada pela fungao de probabilidade;

» Para alguns casos a fun¢do de probabilidade pode ser
escrita de maneira mais compacta. Esses casos refletem
varidveis aleat6rias que ocorrem com frequéncia em
situacOes praticas.

» Neste curso, veremos os modelos discretos Bernoulli,
binomial e Poisson.
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Distribuicao de Bernoulli

Definiciao

Experimentos que admitem apenas dois resultados possiveis
(sucesso ou fracasso) recebem o nome de ensaios de Bernoulli e
originam uma variavel aleatéria com distribui¢do de Bernoulli.

Experimento:

O departamento de Entomologia e Acarologia da ESALQ/USP
realizou um experimento para verificar a eficicia de um novo
produto para controle de determinada praga. Um grupo de 30
insetos foram submetidos & nova substancia e, depois de um
determinado periodo, foram avaliados. Tomando-se ao acaso,
um inseto do estudo, verifica-se se este estd vivo ou morto.




Distribuicao de Bernoulli

Variavel aleatoria X: mortalidade da praga.

X =

x =1, semorreu
x =0, sendomorreu

Algumas pressuposicoes:
» E realizada apenas uma repeti¢do do experimento;

» Apenas dois resultados possiveis: morreu ou ndo morreu.
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Distribuicao de Bernoulli

Evento M = {O inseto morreu}

P(M)=mn PM)=1-rm.

Distribui¢do de probabilidade:

Resultados  x P(X =x)

M 0 1-m
M 1 T
Total 1-m)+m=1

Portanto, a varidvel aleatéria X: mortalidade, tem distribuigdo
de Bernoulli.
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Distribuicao de Bernoulli

Funcdo de probabilidade

Seja X uma variavel aleatéria com distribui¢do de Bernoulli
com probabilidade de sucesso 7r, em que X = 1 se o resultado é
sucesso e X = 0 se o resultado é fracasso. Entdo, a fungdo de
probabilidade de X fica dada por

P(X=x)=m"(1-m' ™~

Logo,
P(X=0) =
P(X=1)=

Denota-se por X ~ Be(7).
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Distribuicao de Bernoulli

Funcdo de probabilidade

Seja X uma variavel aleatéria com distribui¢do de Bernoulli
com probabilidade de sucesso 71, em queX = 1 se o resultado é
sucesso e X = 0 se o resultado é fracasso. Entdo, a fungdo de
probabilidade de X fica dada por

P(X=x)=m"(1-m' ™~

Logo,
PX=0)=mn"1-n)' "=1-m.
PX=1)=rn(1-n)l"1=mn
Denota-se por X ~ Be(7).
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Distribuicao de Bernoulli

A esperanga (ou valor médio) da distribui¢do de Bernoulli é
dada por

E(X):yX:txP(sz):Ox(l—n)—l-lxnzn.

Variancia

=
Il
=}

A varidncia de X é definida por

Var(X) = 0% = E(X?) — [E(X)]* = n — 72 = (1 — )

Logo, o desvio padrdo de uma varidvel aleatéria com
distribui¢do de Bernoulli é dado por:
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Distribuicao de Bernoulli

Representacgao grafica
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Distribuicao de Bernoulli

Exemplo: Um pesquisador diz que o tratamento das estacas
com uma certa concentracdo de hormoénio eleva a porcentagem
esperada de enraizamento. 10 estacas foram tratadas e destas, 6
enraizaram. Escolhe-se ao acaso uma estaca. Seja X = “a estaca
enraizar”, verifique se é um ensaio de Bernoulli. Determinar a
P(X = x), calcular E(X) e Var(X).

Solucao

7=20,6

P(X = x) = (0,6)(0,4)1-%)
E(X)=m=0,6

Var(X) = m(1—7m) =0,6 x 0,4 = 0,24
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Distribuicao binomial

Motivagdo

Experimento: Verificar se dois insetos submetidos a uma nova
substancia permaneceram vivos ou morreram.
Pressuposigdes:

» O fato de um inseto morrer, ou ndo, ndo tem influéncia no
fato de o outro inseto morrer, ou ndo; ou seja, as mortes sao
independentes;

» A probabilidade de os insetos morrerem é a mesma, igual
a .

» S6 hé dois resultados possiveis para cada inseto: morreu
ou ndo morreu (ensaio de Bernoulli); e

» Existem duas repetices.
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Distribuicao binomial

Varidvel aleatdria X = niimero de insetos mortos.

Resultado Probabilidade x
MM TTTT 2
MM (1 — ) 1
MM (1-m)m 1
MM 1-m)(1-m) 0
Total 1

Distribuigdo de probabilidades

Xi P(X = x,-)
0 (1—m)?
1 2n(1-m)
2 7

Total 1
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Distribuicao binomial

Generalizando...

A probabilidade de x insetos morrerem e, portanto, n — x insetos
permanecerem vivos, nesta sequéncia,

MM...M,MM...M
o

X

X
é dada por (1 — )"~ *.

Mas note que outras sequéncias podem ocorrer com a mesma
probabilidade, tais como:

MMM...MMMM...M o« MMM... MMMM...M.

Existem

de tais sequéncias.
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Distribuicao binomial

Generalizando...

Logo,

P(X=x)= (Z) m(1—m)" %, parax=0,1,2,...,n.

Observacgoes:

» A denominagdo binomial decorre do fato de os coeficientes
() serem exatamente os coeficientes do desenvolvimento
binomial dos termos (a + b)";

» O célculo dos coeficientes, para n e x grandes, é dificil de
ser realizado.

Notagdo: X ~ B(n; ).
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Distribui¢ao binomial

Pressuposicdes:
» Existem n repeti¢des ou provas idénticas do experimento;
» 56 hé dois tipos de resultados possiveis em cada repeticdo;

» As probabilidades 7t de sucesso e (1 — 7r) de fracasso
permanecem constantes em todas as repetigdes;

» Os resultados das repetigdes sdo independentes uns dos
outros.

Nota: No caso de alelopatia, isso ndo ocorre e a distribuicao
binomial nao é adequada.
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Distribuicao binomial

Distribui¢ao binomial

A varidvel aleatéria X correspondente ao ntimero de sucessos
em 7 ensaios de Bernoulli independentes (no sentido
probabilistico) e com mesma probabilidade 7 de sucesso em
cada ensaio, tem distribui¢ao binomial com parametros 7 e 7.
A funcado de probabilidade de X é expressa na forma

P(X =x) = <Z) (1 - 7)"*, parax=0,1,2,...,m.

Notagdo: Denota-se X ~ B(n, r)
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Distribuicao binomial

Média

Se X ~ B(n, ) pode-se escrever X = X; + Xy + ...+ X, em que
X; ~ Be(m), parai =1,...,n, independente e identicamente
distribuidas. Assim, obtém-se

Variancia

De forma semelhante, como se tém 7 ensaios independentes, entdo

0% = Var(X) = Var(X;) + Var(Xp) + ...+ Var(X,) = n(1 — )

Desvio-padrao

Dai segue que

ox = \/Var(X) = \/rm(l — )
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Distribuicao binomial

Representacgao grafica
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Distribuicao binomial

Exemplo: Um lote de Eucaliptus saligna com uma proporcao de 5% de sementes
hibridas (E. saligna x E. cloeziana) foi utilizado para a implantagdo de uma floresta. Se
dez arvores desta floresta forem selecionadas ao acaso, qual a probabilidade de

(a) Nenhuma delas ser hibrida;

(b) Pelo menos uma delas ser hibrida;

(c) Todas elas serem hibridas.

(d) Seja X o numero de sementes hibridas em 10 sementes. Calcule E(X) e Var(X).
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Distribuicao binomial

Exemplo: Um lote de Eucaliptus saligna com uma proporcao de 5% de sementes
hibridas (E. saligna x E. cloeziana) foi utilizado para a implantagdo de uma floresta. Se
dez arvores desta floresta forem selecionadas ao acaso, qual a probabilidade de

(a) Nenhuma delas ser hibrida;
(b) Pelo menos uma delas ser hibrida;

(c) Todas elas serem hibridas.

(d) Seja X o numero de sementes hibridas em 10 sementes. Calcule E(X) e Var(X).

Solug¢do
m=005 n=10

(a)
(b)

(©
(d)

P(X=0)= (Hr*(1-m)"* = (1)(0,05)°(0,95) 190 = 0,5987369
)+

P(X>1)=P(X=1)4+P(X=2)+...+ P(X=10) =1 - P(X =0) =
1—0,5987369 = 0,4012631

P(X = 10) = (19)(0,05)1°(0,95)(10~10) = (0,05)"°
E(X)=nm=10x0,05=0,5
Var(X) = n7(1— 1) = 10 x 0,05 x 0,95 = 0,475
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Distribuicao binomial

Exercicio: Em uma amostra de cinco arvores, verificou-se a
ocorréncia de duas arvores com fuste de qualidade tipo 1 (fuste reto,
cilindrico, bem configurado e sem deterioragdo aparente). Sabe-se
que a variavel resposta “ntimero de arvores com fuste de qualidade
tipo 17, (X), segue a distribui¢do binomial. Obter a distribuicdo de
probabilidade para a variavel X.

X; P(X; = x;)

Re

Total 1
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Distribuicao binomial

Exercicio: Seja X a varidvel aleatéria namero de plantas com mutagdo
em um total de n plantas irradiadas e 7t = 0,0001 a probabilidade de
uma planta irradiada apresentar mutagao. Calcular:

(@)

(b)

(©)

(d)

()

()

A probabilidade de ndo aparecerem plantas com mutacdo em um total
de 1000 plantas irradiadas;

A probabilidade de aparecerem pelo menos uma planta com mutagao
em 1000 plantas irradiadas;

A probabilidade de nado aparecer planta com mutacdao em 2000 plantas
irradiadas;

A probabilidade de aparecerem pelo menos duas plantas com mutagéo
em 2000 plantas irradiadas;

O niimero médio esperado de plantas com mutagdo em 2000 plantas
irradiadas;

A variancia esperada do ntiimero de plantas com muta¢do em 2000
plantas irradiadas;

O ntimero minimo de plantas que devemos irradiar de modo que a
probabilidade de aparecer ao menos uma planta com mutagdo seja maior
do que ou igual a 0,90.
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Distribuicao binomial

Solugio
(a) m=0,0001 n = 1000
P(X=0)=()m*(1—-m)"* =
(*%9)(0,0001)°(0,9999)(1990-0) = 0,904833
(b) P(X>1)=P(X=1)+P(X =2) +...+ P(X = 1000) =
1—P(X =0) =1—0,904833 = 0,095167
() 1 =10,0001 n = 2000
P(X = 0) = (*¥"%)(0,0001)°(0,9999)(200-0) = 0, 818723
(X>2) P(X=2)4+P(X=3)+...+P(X=2000) =1 —
P(X=0) - P(X=1) =1~ (*)(0,0001)°(0,9999)(2000-0) _
(2000)(0 0001)"(0,9999)(2000-1) — 1 _ (,818723 — 0, 163761 =
0,017516
(e) E(X) = nm = 2000 x 0,0001 = 0,2
(f) Var(X) = n7t(1— 7r) = 2000 x 0,0001 x 0,9999 = 0,19998
() P(X>1)=1-P(X =0) =1 (4)0,0001° x 0,9999" > 0,90
1-0,9>0,9999" = log(0,1) > nlog(0,9999) = n > 23024,7 -

(d) P



Distribuicao de Poisson

Largamente utilizada quando se deseja analisar nimero de
ocorréncias de um evento de interesse, por unidade de tempo,
comprimento, drea ou volume. Exemplos:
» ntimero de individuos por quadrante de 1 m?;
» ntimero de coldnias de bactérias por 0,01 mm? de uma
dada cultura, em uma plaqueta de laboratério;
» ndmero de defeitos em 1000 m de tecido;
» numero de acidentes em uma esquina movimentada e bem
sinalizada, por dia;
» namero de particulas radioativas emitidas numa unidade
de tempo
» numero de microntcleos/1000 células.
» numero de nematéides encontrados em amostras de solo.
» namero de mortes por coronavirus, diariamente

Importante: Muito utilizada em estudos de dinadmica de

populagdes e de entomologia.
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Distribuicao de Poisson

Definicao

Se X representa o niimero de ocorréncias de um evento no tempo ou
no espago e se X segue distribui¢do de Poisson de pardmetro A,
entdo, a func¢do de probabilidade de X é dada por

—Arx
P(x)=P(X=x)=ex!A, x=0,1,23,...,

em que A é igual ao ntimero de ocorréncias do evento de interesse
por unidade de tempo, distancia, drea, ..., etce e ~ 2,7183.

Tem-se aqui, também, uma varidvel aleatéria discreta com um
numero enumeravel de valores.

Pressuposicoes

» independéncia dos eventos

» mesma taxa de ocorréncia

Notacdao: X ~ P(A). 23/32



Distribuicao de Poisson

A esperanca de uma varidvel aleatéria X com distribuigdo de
Poisson com parametro A é dada por:

Variancia
A variancia de uma variavel aleatéria X com distribuicao de
Poisson com parametro A é dada por:

0% = Var(X) = A.
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Distribuicao de Poisson

Representagao grafica
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Distribuicao de Poisson

Exemplo: Em um inventdrio florestal, verificou-se que hd, em média,
20 arvores em parcelas de 0,25 ha. Sabe-se que a probabilidade de
ocorrer uma arvore da familia meliaceae é de 10% e que a variavel
resposta “niimero de arvores” dessa familia segue a distribuicdo de
Poisson. Calcular as probabilidades de ocorréncia de:

(a) nenhuma arvore da familia meliaceae

Dado que A =nmr =20x0,10=2
P(X =0) = P(0) = <52 =0,1353
(b) apenas uma arvore da farnﬂia meliaceae
P(X=1) = P(1) = 52 = 0,1353 x 2 = 0,2706
(c) pelo menos trés drvores da familia meliaceae
P(X>3)=1-P(0)—P(1)—P(2) =
1-0,1353 — 0,2706 — 52 = 0,3235

(d) cinco &rvores da familia mehaceae
—225

P(X =5)=P(5) = &= = 3332 — 0,0361
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Distribuicao de Poisson

Exemplo: A emissdo de particulas radioativas tem sido modelada
por meio de uma distribui¢do de Poisson, com o valor do parametro
dependendo da fonte utilizada. Suponha que o ntimero de particulas
alfa, emitidas por minuto, seja uma varidvel aleatéria seguindo o
modelo de Poisson com taxa média de ocorréncia de 5 emissdes a
cada minuto. Calcule a probabilidade de haver mais de duas
emissdes em um minuto.

Solucao:
A=5

—550 —551
P(X>2)=1-P0)—-P(1)=1-% T =

1—-0,0067 —0,0337 = 0,9596
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Distribuicao de Poisson

Exercicio: Os dados que se seguem referem-se a um estudo da
distribuicao da espécie Primula simenses selvagem em uma certa
regido florestal que foi dividida em 109 dreas. Acredita-se que a
distribui¢ao Poisson ajusta-se bem a esses dados.

Xi=x  f(xi) f'(xi) P(Xi=x) f(x;)
26
21
23
14
11
4

OIS UT WD~ O

5
4
1

Total n =109

x; namero de plantas por area
f(x) m’lmero de dreas com x; plantas (frequéncia observada)

f’ (x;) = f (frequen(:la relativa)
flx) =n >< P(X: = x.) (freauéncia esbperada) 28/32



Distribuicao de Poisson

(a) Qual a estimativa da probabilidade (frequéncia relativa
observada) de se encontrarem pelo menos duas Primulas,
escolhida uma &rea aleatoriamente?

(b) Calcule a média desses dados, usando

k
Z xif (xi), ”:;)f(xi)

(c) Faca A = ¥ e calcule as probabilidades P(X; = x;) de acordo com

e MAxi
P(x;) = P(X; = x;) =

xi!

(d) Calcule as frequéncias esperadas f(x;) = n x P(X; = x;)

(e) Compare as frequéncias observadas com as frequéncias
esperadas e responda a pergunta: “O modelo Poisson é
realmente um bom modelo para ajustar-se a esses dados
observados”? (Veremos um teste formal para isso, quando for
estudada a distibuicao x?)
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Aproximacdo binomial pela Poisson

|
A distribui¢do de Poisson, P(A), com A = n7t é uma boa
aproximagdo para a distribui¢do binomial B(n, 71), quando 7t
for pequeno e n for bastante grande, tal que nt < 10.

De fato, a distribui¢ao Poisson é uma distribui¢ao limite da

binomial. Quando n — o0 e 7t — 0 a distribuigdo binomial
resulta na distribuicdo de Poisson com A = n.
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Aproximacdo binomial pela Poisson

Exemplo: Seja X a varidvel nimero de plantas com mutagdo em um
total de n plantas irradiadas e 7t = 0,0001 a probabilidade de uma
planta irradiada apresentar mutagdo. Calcular:

(a) A probabilidade de ndo aparecer planta com mutagdo em 1000 plantas
irradiadas;

(b) A probabilidade de aparecer pelo menos uma planta com mutagdo em
1000 plantas irradiadas;

(c) A probabilidade de nédo aparecer planta com mutacdo em 2000
irradiadas;

(d) A probabilidade de aparecerem ao menos duas plantas com mutagdo em
2000 plantas irradiadas;

(e) O ntimero médio esperado de plantas com mutagdo em 2000 plantas
irradiadas;

(f) A variancia esperada do nimero de plantas com mutagdo em 2000
plantas irradiadas;

(g) Ontmero minimo de plantas que devem ser irradiadas de modo que a
probabilidade de aparecer ao menos uma planta com mutagdo seja maior
ou igual a 0,90.
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Aproximacdo binomial pela Poisson

Solugido
(@) T=0,0001 n=1000 A=nx 7 =1000x 0,0001=0,1
P(X = 0) = A% — e 27010 _ 0 904837

x,»!

(b) P(X>1)=P(X=1)+P(X =2) +...+ P(X = 1000) =
1—P(X =0)=1-0,904837 = 0,095162

() m=0,0001 n=2000 A=nxm=2000x0,0001=0,2
P(X = 0) = £2x02 _ ,818731

(d) P(X >2) = P(X=2)+P(X =3)+...+ P(X = 2000) =
1—P(X=0)—P(X=1) =1— C2x02 _ e2x02 _
1—0,818731 — 0,163746 = 0,017523

(e) E(X) = A = nmr = 2000 x 0,0001 = 0,2

(f) Var(X) =A=0,2

() P(X>1)=1—-P(X =0) =1— <gAl — 1 _=0000ln > ¢ 90
1—09> 000017 — 150(0.1) > —0,00011n = n > 23025, 85 2/%




