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Probabilidade

Probabilidade

Medida de incerteza em termos de escala numérica.

» Inicio: estratégias de apostas em jogos de azar;
» Desenvolvimento: século XX (teoria matematica);

» Embasamento tedrico para as técnicas estatisticas a serem
apresentadas.
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Experimento Aleatério

Experimento Aleatdrio

Sdo experimentos que, quando repetidos em condi¢des
similares, ddo resultados, geralmente, diferentes.

> Anotar as espécies de aves que sdo capturadas numa
rede-neblina armada no sub-bosque de uma floresta nativa
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Experimento aleatério

» Lancar uma moeda e observar a face voltada para cima;

ou

» Lancar duas moedas e observar as faces voltadas para
cima;

ou
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Experimento aleatério

» Colocar 20 sementes em » Observar o numero de
um germinador e contar, arvores bifurcadas em
ap0s determinado tempo, uma amostra de tamanho
o numero de sementes n;

germinadas;
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Experimento aleatério

» Coletar uma amostra de » Medir a produtividade de
100 tildpias de um lago e uma area de floresta de
observar o nimero de Pinus que recebeu

fémeas; adubacao;
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Experimento aleatério

» Medir a altura de uma arvore;

7/78



Espacgo amostral

Espaco Amostral

E o conjunto de todos os resultados possiveis do experimento.
Cada um de seus elementos chama-se ponto amostral.
Notacgao: Q).
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Notacgao: Q).

Os espagos amostrais podem ser discretos ou continuos.

8/78



Espacgo amostral

Espaco Amostral

E o conjunto de todos os resultados possiveis do experimento.
Cada um de seus elementos chama-se ponto amostral.
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Espacgo amostral

Espaco Amostral

E o conjunto de todos os resultados possiveis do experimento.
Cada um de seus elementos chama-se ponto amostral.
Notacgao: Q).

Os espagos amostrais podem ser discretos ou continuos.

» Um espago amostral é discreto quando podemos enumerar
todos os resultados do experimento;

» Um espago amostral é continuo quando ndo podemos
enumerar todos os resultados
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Espago Amostral

» Lancar uma moeda e observar a face voltada para cima;

ou

Q) = {cara, coroa}

» Lancar duas moedas e observar as faces voltadas para
cima;

Q) = {(cara, cara), (cara, coroa), (coroa, cara), (coroa, coroa)}
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Espago Amostral

» Colocar 20 sementes em » Observar o numero de
um germinador e contar, arvores bifurcadas em
ap6s determinado tempo, uma amostra de tamanho
o namero de sementes n;

germinadas;
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Espago Amostral

» Coletar uma amostra de
100 tilapias de um lago e
observar o numero de
fémeas;

Q={0,1,2,3,...,100}

» Medir a produtividade de
uma &rea de floresta de
Pinus que recebeu
adubacao;

Q = (15,45)m’ha”"
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Espago Amostral

» Medir a altura de uma arvore;

Q = (0,6)metros
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Eventos

Evento

Os eventos sdo subconjuntos do espago amostral (2, ou seja, sdo
conjuntos dos resultados de um experimento.
Notagdo: A, B, C, ...
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Exemplos:

» Observar o niimero de sementes germinadas maior do que
ouigual a 15

» Observar a porcentagem de germinacao maior do que 80%
» Observar arvores com altura superior a 3 metros

» Observar arvores com altura entre 3 e 6 metros
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» Observar arvores com altura entre 3 e 6 metros
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Exemplos:

» Observar o niimero de sementes germinadas maior do que
ouigual a 15

A ={15,16,17,18,19,20}

» Observar a porcentagem de germinacao maior do que 80%

B = (80,100]%

» Observar arvores com altura superior a 3 metros

C = (3,6)metros

» Observar arvores com altura entre 3 e 6 metros
D = (3,6)metros
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» Evento certo: A = Q).

» Evento impossivel: A = Q.
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» Evento certo: A = Q).

Colocar 20 sementes no germinador e observar 20
sementes ou menos germinadas.

» Evento impossivel: A = Q.
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» Evento certo: A = Q).

Colocar 20 sementes no germinador e observar 20
sementes ou menos germinadas.

» Evento impossivel: A = Q.

Colocar 20 sementes no germinador e observar mais do
que 20 sementes germinadas.
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Eventos

» Evento complementar: O complementar de um evento A é
o conjunto de pontos amostrais que ndo pertencem a A.
Notacdo: A ou A°.

A Q

16 /78



Eventos

» Evento complementar: O complementar de um evento A é
o conjunto de pontos amostrais que ndo pertencem a A.
Notacdo: A ou A°.

A Q

A = Observar o nimero de sementes germinadas maior do
que ou igual a 15.

A° = Observar o ntimero de sementes germinadas menor
do que 15.
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Eventos

Unido
A unido de dois eventos A e B é o conjunto de todos os

elementos amostrais que estdo em A, em B ou em ambos.
Notacao: AU B.
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Eventos

Intersecédo

A intersecdo de dois eventos A e B é o conjunto de todos os
elementos amostrais que estdo em A e estdo em B.
Notacao: AN B.
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Eventos

Eventos mutuamente exclusivos

Dois eventos sdo mutuamente exclusivos se eles ndo tém
elementos amostrais em comum, ou seja, se AN B = &, ou
ainda, se eles ndo podem ocorrer simultaneamente.
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Exemplo: Considere o experimento langamento de dois dados e a
observacdo dos niimeros obtidos. Considere ainda os seguintes
eventos:

A: Soma dos valores igual a 7;
B: Resultado do primeiro dado igual a 6;
C: Os resultados nos dois dados sao iguais;

D: Soma nos dois dados é 2;

Espacgo amostral.

ﬁ:‘
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Exemplo: Considere o experimento langamento de dois dados e a
observacdo dos niimeros obtidos. Considere ainda os seguintes
eventos:

A: Soma dos valores igual a 7;
B: Resultado do primeiro dado igual a 6;
C: Os resultados nos dois dados sao iguais;

D: Soma nos dois dados é 2;
Espacgo amostral.

= {(11),(1,2),1,3),(14),(1,5), (1,6),

- (21),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5), (2,6),
Seadth ~~ (3,1),(3,2),(3,3),(3,4), (3,5, 3,6),
Seh' e (4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),
A (5,1),(5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6),
= (6,1),(6,2),(6,3), (6,4), (6,5), (6,6) }
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Exemplo: Considere o experimento langamento de dois dados e a
observacdo dos niimeros obtidos. Considere ainda os seguintes
eventos:

A: Soma dos valores igual a 7;
B: Resultado do primeiro dado igual a 6;
C: Os resultados nos dois dados sao iguais;

D: Soma nos dois dados é 2;
Espacgo amostral.

Q= {(1,1),(1,2),(1,3),(1 4),(1,5),(1,6),

.- (2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),
o4/ "- (3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(35),(3,6),
NEIVN o (4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5), (4,6),
W\ e (5.1),(5,2),(5,3),(54), (5,5), (5,6),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4), (6,5), (6,6)}

Relacionar os elementos dos eventos A, B e C.
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» A: Soma dos valores igual a 7
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» A: Soma dos valores igual a 7
{(
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» B: Resultado do primeiro dado igual a 6
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» B: Resultado do primeiro dado igual a 6

=+:(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),
(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6),
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),
(6,1),(6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6, 6)}

B ={(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}
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» C: Os resultados nos dois dados sdo iguais
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» C: Os resultados nos dois dados sdo iguais

= {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (1,6),
(2,1),(2,2),(2,3), (2,4), (2,5), (2,6),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),
(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6),
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),
(6,1),(6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6, 6)}

C={(1,1),(22),(33),(4,4),(55),(6,6)}
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» D: Soma nos dois dados é 2
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» D: Soma nos dois dados é 2
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A=1{(1,6),(2,5),(34),(43),(52),(61)}
B ={(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}
C={(1,1),(22),(33),(44),(55),(6,6)}
D={(11)}

» Quais eventos sio mutuamente exclusivos?

» Relacionar os elementos dos eventos:
» ANB

» ANC

» BUD
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A=1{(1,6),(2,5),(34),(43),(52),(61)}
B ={(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}
C={(1,1),(22),(33),(44),(55),(6,6)}
D={(11)}

» Quais eventos sio mutuamente exclusivos?
AeC,AeDeBeD.

» Relacionar os elementos dos eventos:

» ANB
ANB=1{(61)}

» ANC
ANC=0

» BUD
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A=1{(1,6),(2,5),(34),(43),(52),(61)}
B ={(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}
C={(1,1),(22),(33),(44),(55),(6,6)}
D={(11)}

» Quais eventos sio mutuamente exclusivos?
AeC,AeDeBeD.

4
4

» Relacionar os elementos dos eventos:
» ANB
ANB={(61)}
» ANC
ANC=0Q
» BUD
BUD = {(1,1),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) }
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Defini¢oes

Definic¢ao Classica

Seja A C ), entdo

P(A) = na _ numero de resultados favorareis
na  namero de resultados possiveis

» Os resultados sdo equiprovéveis;

» O espago amostral é discreto e finito
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Defini¢oes

Exemplo: No langamento de dois dados honestos (resultados
equiprovaveis), calcular a probabilidade dos seguintes eventos:
A: Soma dos valores igual a 7;
B: Resultado do primeiro dado igual a 6;
C: Os resultados nos dois dados sdo iguais;

D: Soma nos dois dados é 2;
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» C: Os resultados nos dois dados sdo iguais
1
2
3
4
5
6

30/78



N
)
0
On
o=
S
3=
v
A

~ ~ ~ ~

~ ~ ~ ~

~ ~ ~ ~

» C: Os resultados nos dois dados sdo iguais
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3
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Defini¢oes

Definicdo Frequentista

Outro método de definir probabilidade é o da frequéncia
relativa. Pode-se definir P(A) como o limite da frequéncia
relativa da ocorréncia de A em n repeti¢des independentes do
experimento, com n tendendo ao infinito, ou seja,

.1 o . .
P(A) = lim —(ntimero de ocorréncias de A em n repeti¢des do experimento)
n—oo 1
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Defini¢oes

Exemplo: Suponha que queremos estudar as proporg¢des de
individuos de genétipos AA, Aa e aa, resultantes do experimento
cruzamento de dois individuos heterozigotos. Um primeiro
procedimento seria realizar esse experimento um certo niimero de
vezes (1) e observar as frequéncias de cada um dos genétipos, tal

como:
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Defini¢oes

Exemplo: Suponha que queremos estudar as proporg¢des de
individuos de genétipos AA, Aa e aa, resultantes do experimento
cruzamento de dois individuos heterozigotos. Um primeiro
procedimento seria realizar esse experimento um certo niimero de
vezes (1) e observar as frequéncias de cada um dos genétipos, tal
como:

> Paran =10
Numero Frequéncia

Genétipo  de casos relativa
AA 1 0,10
Aa 7 0,70

aa 2 0,20
Total 10 1,00
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Defini¢oes

Exemplo: Suponha que queremos estudar as proporg¢des de
individuos de genétipos AA, Aa e aa, resultantes do experimento
cruzamento de dois individuos heterozigotos. Um primeiro
procedimento seria realizar esse experimento um certo niimero de
vezes (1) e observar as frequéncias de cada um dos genétipos, tal

como:
» Paran =10 » Paran =100
Numero Frequéncia Ntmero Frequéncia
Genétipo  de casos relativa Genétipo  de casos relativa
AA 1 0,10 AA 29 0,29
Aa 7 0,70 Aa 48 0,48
aa 2 0,20 aa 23 0,23
Total 10 1,00 Total 100 1,00
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Defini¢oes

Exemplo: Suponha que queremos estudar as proporg¢des de

individuos de genétipos AA, Aa e aa, resultantes do experimento

cruzamento de dois individuos heterozigotos. Um primeiro

procedimento seria realizar esse experimento um certo niimero de
vezes (1) e observar as frequéncias de cada um dos genétipos, tal

como:

» Paran =10

» Paran = 100

Numero Frequéncia Ntmero Frequéncia
Genétipo  de casos relativa Genétipo  de casos relativa
AA 1 0,10 AA 29 0,29
Aa 7 0,70 Aa 48 0,48
aa 2 0,20 aa 23 0,23
Total 10 1,00 Total 100 1,00
» Paran = 1000
Numero Frequéncia
Genétipo  de casos relativa
AA 263 0,263
Aa 495 0,495
aa 242 0,242
Total 1000 1,00

33/78



Defini¢oes

Exemplo: Suponha que queremos estudar as proporg¢des de
individuos de genétipos AA, Aa e aa, resultantes do experimento
cruzamento de dois individuos heterozigotos. Um primeiro
procedimento seria realizar esse experimento um certo niimero de
vezes (1) e observar as frequéncias de cada um dos genétipos, tal

como:

» Paran =10

» Paran = 100

Numero Frequéncia Ntmero Frequéncia
Genétipo  de casos relativa Genétipo  de casos relativa
AA 1 0,10 AA 29 0,29
Aa 7 0,70 Aa 48 0,48
aa 2 0,20 aa 23 0,23
Total 10 1,00 Total 100 1,00
» Paran = 1000
Numero Frequéncia » Paran — oo
Genétipo  de casos relativa Genétipo  Probabilidade
AA 263 0,263 AA 0,25
Aa 495 0,495 Aa 0,50
aa 242 0,242 aa 0,25
Total 1000 1,00 Total 1,00
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Defini¢oes

Exemplo: Suponha que o quadro seguinte represente uma possivel
divisdo dos alunos do primeiro ano, da ESALQ, no ano de 1998.
Supondo que um aluno ndo pode estar matriculado em mais de um
curso ao mesmo tempo.

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60

Total 200 40 25 265
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Defini¢oes

Exemplo: Suponha que o quadro seguinte represente uma possivel
divisdo dos alunos do primeiro ano, da ESALQ, no ano de 1998.
Supondo que um aluno ndo pode estar matriculado em mais de um
curso ao mesmo tempo.

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

» Considere o experimento escolha ao acaso de um aluno do
primeiro ano e verifique qual curso estd cursando e a qual sexo
pertence
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Defini¢oes

Exemplo: Suponha que o quadro seguinte represente uma possivel
divisdo dos alunos do primeiro ano, da ESALQ, no ano de 1998.
Supondo que um aluno ndo pode estar matriculado em mais de um
curso ao mesmo tempo.

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

» Considere o experimento escolha ao acaso de um aluno do
primeiro ano e verifique qual curso estd cursando e a qual sexo
pertence

» Considere, ainda, os seguintes eventos:

H: ser do sexo masculino; F: estar cursando Engenharia
M: ser do sexo feminino; Florestal; e

A: estar cursando Engenharia E: estar cursando Economia
Agrondmica; Agroindustrial.
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Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

Calcule as seguintes probabilidades:

» P(H) > P(A)
> P(M) » P(F)
» P(Q)

» P(E)
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Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

Calcule as seguintes probabilidades:

» P(H) > P(A)
= 2055 =0,7736

» P(M) » P(F)

» P(Q)

» P(E)

35/78



Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

Calcule as seguintes probabilidades:
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Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

Calcule as seguintes probabilidades:

> P(H) > P(A)
= %2 =0,7736 = 20 _ ,7547
» P(M) » P(F)

= £ =0,2264
> P(Q) > P(E)
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Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

Calcule as seguintes probabilidades:

> P(H) > P(A)

= %2 =0,7736 = 20 _ ,7547
» P(M) » P(F)

= 255 = 0,2264 — 49 _,1510

> P(Q) > P(E)
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Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

Calcule as seguintes probabilidades:

> P(H) > P(A)

= %2 =0,7736 = 20 _ ,7547
» P(M) » P(F)

= 255 = 0,2264 — 49 _,1510
> P(Q) > P(E)

_ 25 __
= 25 —0,0943
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Defini¢oes

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

Calcule as seguintes probabilidades:

> P(H) > P(A)

= %3 = 0,7736 = 20 = 0,7547
» P(M) » P(F)

= 255 = 0,2264 — 49 _,1510
> P(Q) > P(E)

= %3 = 1,0000 = 20,0943
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Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

Calcule as seguintes probabilidades:

» P(AUF) > P(MNE)

> P(HUA)
> P(HUM)

> P(HN M) > P
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Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

Calcule as seguintes probabilidades:

> P(AUE) » P(MNE)
= P(A) +P(F) =
0,7547 +0,1510 = 0,9057 » P(HUA)
» P(HUM)
> P(A9)

> P(HN M)
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Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

Calcule as seguintes probabilidades:

» P(AUF) » P(MNE)
= P(A) + P(F) =
0,7547 40,1510 = 0,9057 > P(HUA)
» P(HUM)
— P(H) + P(M) =

0,7736 +0,2264 =1

> P(HN M) > P
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Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

Calcule as seguintes probabilidades:

>

P(AUF) > P(MNE)
= P(A) +P(F) =

0,7547 +0,1510 = 0,9057
P(HUM)

= P(H) + P(M) =
0,7736 + 0,2264 = 1
P(HN M)

=0

> P(HUA)

> P(A°)
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Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

Calcule as seguintes probabilidades:

» P(AUF) » P(MNE)
= P(A) + P(F) = = 35 = 0,057
0,7547 40,1510 = 0,9057 » P(HUA)
» P(HUM)
= P(H) +P(M) =
0,7736 40,2264 = 1
> P(A9)
> P(HN M)

=0
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Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

Calcule as seguintes probabilidades:

» P(AUF) > P(MNE)
= P(A) + P(F) = =30 =0,0377
0,7547 + 0,1510 = 0,9057 > P(HUA)
» P(HUM
(HUM) — P(H)+ P(A) — P(HN A) =
= P(H) + P(M) = 0,7736 40,7547 — 368 = 0,9245
0,7736 +0,2264 = 1
> P(A°)
> P(HNM)

=0
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Defini¢oes

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265
Calcule as seguintes probabilidades:
» P(AUF) » P(MNE)
= P(A) + P(F) = =30 =0,0377
0,7547 +0,1510 = 0,9057 > P(HUA)
» P(HUM
( ) =P(H)+P(A)—P(HNA) =
= P(H) + P(M) = 0,7736 40,7547 — 368 = 0,9245
0,7736 +0,2264 =1
> P(A°)
> P(HNM)
—0 = P(F) + P(E) =0,1510 +

0,0943 =1 —-0,7547 = 0,2453
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Propriedades

Propriedades

Se A e B sdo dois eventos do espaco amostral (), entdo valem as
seguintes regras bésicas:

» 0<P(A) <1

» P(@)=0eP(Q) =1

» P(AUB) = P(A) +P(B) —P(ANB)
» P(A°) =1-P(A)
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Propriedades

Propriedades

Se A e B sdo dois eventos do espaco amostral (), entdo valem as
seguintes regras bésicas:

» 0<P(A) <1

» P(@)=0eP(Q) =1

» P(AUB) = P(A) +P(B) —P(ANB)
» P(A°) =1-P(A)

Se A e B sdo eventos mutuamente exclusivos, entio:
P(A N B) =
P(A U B) =
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Propriedades

Propriedades

Se A e B sdo dois eventos do espaco amostral (), entdo valem as
seguintes regras bésicas:

» 0<P(A) <1

» P(@)=0eP(Q) =1

» P(AUB) = P(A) +P(B) —P(ANB)
» P(A°) =1-P(A)

Se A e B sdo eventos mutuamente exclusivos, entio:
p (A N B ) =0
P(A U B) = P(A) + P(B)

37/78



Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60

Total 200 40 25 265
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Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

» Dado que o aluno escolhido ao acaso esteja cursando
Engenharia Florestal (F), qual é a probabilidade de ele ser
do sexo masculino (H)?

38/78



Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

» Dado que o aluno escolhido ao acaso esteja cursando
Engenharia Florestal (F), qual é a probabilidade de ele ser
do sexo masculino (H)?

P(H|F) = Z—g = 0,7500
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Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60

Total 200 40 25 265
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Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

» Dado que o aluno escolhido ao acaso é do sexo feminino
(M), qual é a probabilidade de ele estar cursando
Engenharia Agrondmica?
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Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

» Dado que o aluno escolhido ao acaso é do sexo feminino
(M), qual é a probabilidade de ele estar cursando
Engenharia Agrondmica?

4
P(A | M) = 6—8 — 0,6667
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Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60

Total 200 40 25 265
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Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

» Qual é a probabilidade de um aluno escolhido ao acaso
estar cursando Engenharia Florestal (F) dado que ele é do
sexo feminino (M)?
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Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

» Qual é a probabilidade de um aluno escolhido ao acaso
estar cursando Engenharia Florestal (F) dado que ele é do
sexo feminino (M)?

1
P(F | M) = 6_8 —0,1667
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Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265
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Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

» Dado que o aluno escolhido ao acaso esteja cursando
Engenharia Florestal (F), qual é a probabilidade de ele ser
do sexo masculino (H)?
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Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

» Dado que o aluno escolhido ao acaso esteja cursando
Engenharia Florestal (F), qual é a probabilidade de ele ser
do sexo masculino (H)?

P(H | F) = 431_8 — 0,7500
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Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

» Dado que o aluno escolhido ao acaso esteja cursando
Engenharia Florestal (F), qual é a probabilidade de ele ser
do sexo masculino (H)?

P(H | F) = 431_8 — 0,7500
_ 2 _ P(HNF)
% P(F)
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Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60

Total 200 40 25 265
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Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

» Dado que o aluno escolhido ao acaso é do sexo feminino
(M), qual é a probabilidade de ele estar cursando
Engenharia Agrondmica (A)?
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Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

» Dado que o aluno escolhido ao acaso é do sexo feminino
(M), qual é a probabilidade de ele estar cursando
Engenharia Agrondmica (A)?

4
P(A | M) = 6—8 — 0,6667

42 /78



Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

» Dado que o aluno escolhido ao acaso é do sexo feminino
(M), qual é a probabilidade de ele estar cursando
Engenharia Agrondmica (A)?

4
P(A | M) = 6—8 — 0,6667

= P(ANM)

%5 _ 2L
265 P(M)

42 /78



Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265
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Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

» Qual é a probabilidade de um aluno escolhido ao acaso
estar cursando Engenharia Florestal (F) dado que ele é do
sexo feminino (M)?
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Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

» Qual é a probabilidade de um aluno escolhido ao acaso
estar cursando Engenharia Florestal (F) dado que ele é do
sexo feminino (M)?

1
P(F | M) = 6_8 —0,1667
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Probabilidade condicional e independéncia

Curso
Sexo Engenharia Engenharia Economia Total
Agronomica (A)  Florestal (F)  Agroindustrial (E)
Masculino (H) 160 30 15 205
Feminino (M) 40 10 10 60
Total 200 40 25 265

» Qual é a probabilidade de um aluno escolhido ao acaso
estar cursando Engenharia Florestal (F) dado que ele é do
sexo feminino (M)?

1
P(F | M) = 6_8 —0,1667
_ 25 _ P(FNM)
2 P(M)
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Probabilidade condicional e independéncia

Definicao
Dados dois eventos quaisquer, A e B, sendo P(B) > 0,

definimos a probabilidade condicional de A dado B, como

sendo:
P(ANB)

P(A|B) = =5
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Probabilidade condicional e independéncia

Definicao

Dados dois eventos quaisquer, A e B, sendo P(B) > 0,
definimos a probabilidade condicional de A dado B, como
sendo:

P(ANB)

P(A|B) = =5

Observacio:

P(BNA) P(ANB)
PEIA)="p@) = p@)
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Probabilidade condicional e independéncia

Regra do Produto

P(ANB) = P(B) x P(A | B)
= P(A)x P(B| A)
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Probabilidade condicional e independéncia

Exemplo: Uma urna contém trés bolas brancas e duas bolas
pretas de onde foram feitas duas extra¢des de 1 bola ao acaso e
sem reposicao.

Considere os seguintes eventos:

» Bj: sair bola branca na primeira extragdo
> Bjy: sair bola branca na segunda extragdo
» Pj: sair bola preta na primeira extragdo
» P,: sair bola preta na segunda extragdo
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Probabilidade condicional e independéncia

Exemplo: Uma urna contém trés bolas brancas e duas bolas
pretas de onde foram feitas duas extra¢des de 1 bola ao acaso e
sem reposicao.

Considere os seguintes eventos:

» Bj: sair bola branca na primeira extragdo
> Bjy: sair bola branca na segunda extragdo
» Pj: sair bola preta na primeira extragdo
» P,: sair bola preta na segunda extragdo

Os eventos B; e By sdo independentes?
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Probabilidade condicional e independéncia

Exemplo: Uma urna contém trés bolas brancas e duas bolas
pretas de onde foram feitas duas extra¢des de 1 bola ao acaso e
sem reposicao.

Considere os seguintes eventos:

» Bj: sair bola branca na primeira extragdo
> Bjy: sair bola branca na segunda extragdo
» Pj: sair bola preta na primeira extragdo
» P,: sair bola preta na segunda extragdo

Os eventos B; e By sdo independentes?
Os eventos P; e P> sdo independentes?
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Probabilidade condicional e independéncia

Exemplo: Uma urna contém trés bolas brancas e duas bolas
pretas de onde foram feitas duas extra¢des de 1 bola ao acaso e
sem reposicao.

Considere os seguintes eventos:

» Bj: sair bola branca na primeira extragdo
> Bjy: sair bola branca na segunda extragdo
» Pj: sair bola preta na primeira extragdo
» P,: sair bola preta na segunda extragdo

Os eventos B; e By sdo independentes?
Os eventos P; e P> sdo independentes?

Os eventos P; e B, sdo independentes?
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Probabilidade condicional e independéncia

Exemplo: Uma urna contém trés bolas brancas e duas bolas
pretas de onde foram feitas duas extracdes de 1 bola ao acaso e
sem reposicao.

Considere os seguintes eventos:

» Bj: sair bola branca na primeira extragdo
> Bjy: sair bola branca na segunda extragdo
» Pj: sair bola preta na primeira extragdo

» P,: sair bola preta na segunda extragdo

Pede-se:

(a) Calcular a probabilidade de sair bola branca na primeira
extragdo e preta na segunda extragao;

(b) Construir o espago amostral e indicar as probabilidades
associadas a cada um dos pontos amostrais.
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Probabilidade condicional e independéncia

P(B2| B1)-2/4

Kmo
® P(P:| Br)-2/4

P(B1)-3/5

P(B2 | P1)-3/4

P(P2| P1)-1/4

P(By|By) = 2
e { PR -
P(By|P) =3
=i { P(ruj) -
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Probabilidade condicional e independéncia

(a) Calcular a probabilidade de sair bola branca na primeira
extracdo e preta na segunda extragao;
P(B;)=3% e P(P|By) =2
P(B ﬂP)—P(B)xP(P|B)—§x%—£—O3O
1M ) = 1 21b1) =5 X 7 =55 =0
(b) Construir o espago amostral e indicar as probabilidades
associadas a cada um dos pontos amostrais.

Q= {(b,b),(b,p), (p,b),(p,p)}

> P[(b,b)] = P(Bi N By) = P(B1)P(By|By) = 2 x § = %5
> Pl(b,p)] = P(P N By) = P(Py)P(By|Py) =3 x 3 = %

> Pl(p,b)] = P(P,NBy) = P(B)P(By|By) = 2 x § =
> Pl(p,p)] = P(P2NP) = P(P)P(P|Py) = 3 x } = %
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Probabilidade condicional e independéncia

Respostas:
> Os eventos Bj e B sdo independentes?
Néo, pois P(B;) depende de By ter ocorrido ou néo.

P(Ba|B1) = 5 # P(BalPy) = 5

> Os eventos P; e P, sdo independentes?
Nao, pois P(P,) depende de P; ter ocorrido ou néo.

P(P,|By) = 2 # P(Py|Py) =

> Os eventos P; e B sdo independentes?
Naio, pois P(B;) depende de P; ter ocorrido ou néo.

P(By|By) = % # P(Ba|Py) =

Note que:
P(By) = P(BiNBy) + P(PLNBy) = o + & =2 2 p(ByBy) = 2 # P(ByIPy) = °
2) — 1 2 1 2 20 20 5 2|P1 74 2141 74
P(Py) = P(BiNPy) + P(PLNPy) = O + 2 = 2 L p(pyBy) = 2 £ P(PaIP)) = ©
2) = 1 2 1 2 20 20 5 21D1 _4 2111 _4
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Probabilidade condicional e independéncia

Exercicio: Consideremos o mesmo caso anterior, porém com
reposicdo da primeira bola extraida antes da extragdo da
segunda bola.

» Os eventos B; e B sdo independentes?
» Os eventos P; e P, sdo independentes?

» Construa o espago amostral e indicar as probabilidades
associadas a cada um dos pontos amostrais.
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Probabilidade condicional e independéncia

Exercicio: Consideremos o mesmo caso anterior, porém com
reposicao da primeira bola extraida antes da extracdo da

segunda bola.
Calcule as seguintes probabilidades:
> P(B2)
> P(P,)
> P(By | B1)
> P(By | P1)
> P(P2 | By)
> P(P2 | 1)

Construa o espaco amostral e indicar as probabilidades
associadas a cada um dos pontos amostrais.
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Probabilidade condicional e independéncia

Note que:

B, e By sdo eventos independentes e que

P(By | B1) = P(By)

B, e P; sdo eventos independentes e que

P(By | P1) = P(B»)

P, e B; sdo eventos independentes e que

P(P, | By) = P(P,)

P, e Py sdo eventos independentes e que P(P, | P;) = P(P)

Generalizando,

se dois eventos, A e B, sdo independentes, temos que

P(A|B)=P(A) ou P(B|A)=P(B)

Pela regra do produto de probabilidades:
P(ANB)=P(B) xP(A | B)
= P(A) X P(B ‘ A) 53 /78



Probabilidade condicional e independéncia

Independéncia

Dois eventos A e B sdo independentes se, e somente se,

P(ANB) = P(A) x P(B)

Observagio: Dois eventos sao mutuamente exclusivos se, e
somente se, P(ANB) = 0.
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Aplicagao de Probabilidade Condicional

Para que os exames laboratoriais auxiliem no diagnéstico de doengas
é importante conhecer a capacidade dos exames em acertar o
diagndstico (ou seja, a sua acurdcia). Duas medidas que auxiliam a
mensurar a acurdcia de um exame so:

» sensibilidade
> especificidade

Se se considerar a condi¢ado do individuo como sendo doente ou ndo
doente e o resultado do exame como sendo positivo ou negativo,
tém-se quatro combinagdes possiveis, como se segue.

Esquema padréao de sintese dos dados para verificacdo da qualidade
de um teste clinico.

Resultado do exame
Status do paciente | Positivo (T ) Negativo (T-)
Doente (D) a b a+b
Sadio (D_) c d c+d
Total a+c b+d n
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Aplicagao de Probabilidade Condicional

Para definir os indices que descrevem o grau de confiabilidade de um
teste, precisa-se trabalhar com os seguintes eventos:

» T, corresponde a exame positivo;

» T_ corresponde a exame negativo;

» D, corresponde a individuo portador da doenga;

» D_ corresponde a individuo ndo portador da doenca.
Tem-se que:

» a corresponde aos verdadeiros positivos (VP);

> b corresponde aos falsos negativos (FN);

> ¢ corresponde aos falsos positivos (FP);

» d corresponde aos verdadeiros negativos (VIN)
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Aplicagao de Probabilidade Condicional

> Sensibilidade: capacidade que o teste diagndstico/triagem
apresenta de detectar os individuos verdadeiramente positivos,
ou seja, de diagnosticar corretamente os doentes. E definida

como:
a

a+b’
ou seja, é a proporgdo de resultados positivos quando realizados
em individuos com a doenga (verdadeiros positivos).

s=P(T:|Dy) =

> Especificidade - capacidade que o teste diagnéstico/triagem
tem de detectar os verdadeiros negativos, isto é, de diagnosticar
corretamente os individuos sadios. E definida como:

d

e = P(T_|D_) = C—|—_d’

ou seja, a proporgdo de resultados negativos quando realizados
em individuos ndo portadores da doenga (verdadeiros

negativos).
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Aplicagao de Probabilidade Condicional

» Valor preditivo positivo: é a probabilidade da presenca da
doenga quando o teste é positivo e é calculado como:

a

VPy = P(D4|Ty) = o

> Valor preditivo negativo: é a probabilidade da auséncia de
doenga quando o teste é negativo:

d
VP_=P(D_|T-) = b d
> Acuricia: é a probabilidade de o teste fornecer resultados
corretos, ou seja, ser positivo nos doentes e negativo nos nao
doentes. Expresso de outra forma é a probabilidade dos
verdadeiros positivos e verdadeiros negativos como uma
proporgio de todos os resultados. E calculada como:

a+d _a+d

Ac = _
T a¥btctd n

58/78



Aplicagao de Probabilidade Condicional

Exemplo: Um renomado centro tecnolégico brasileiro desenvolveu
um teste que identifica em poucos minutos a presenga ou auséncia do
novo virus Covid-19 no corpo do paciente. Caso a pessoa possua o
virus, a probabilidade é de 98,9% (sensibilidade). Sabendo que a
incidéncia da doenga na populacéo é de 4%, qual a probabilidade de
um exame qualquer resultar positivo?

O evento T, é o resultado positivo do exame, enquanto o evento V. é

a pessoa examinada ser possuidora da doenga, sendo seu
complemento V_, a pessoa nao possuir a doenga.

P(T; |Vs) = P50 = 0,989

P(Ty|V-) = PH0) = 10,989 = 0,011

P(V,) =0.04 =5 P(V_) =0,9
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Aplicagao de Probabilidade Condicional

Logo,

P(T:NVy) =P(VL)P(T4+|V4) = 0,04 x 0,989 = 0,03956
P(TNV_)=P(V_)P(T4+|V-) = 0,96 x 0,011 = 0,01056
P(T-NVy)=P(V4)P(T-|V4+) = 0,04 — 0,03956 = 0,00044
P(T_NV_)=P(V_)P(T-|V-) = 0,96 — 0,01056 = 0,94944

Resultado do exame
Status do paciente | Positivo (T+) Negativo (T_)

Doente (V1) 0,03956 0,00044 0,04
Sadio (V-) 0,01056 0,94944 0,96
Total 0,05012 0,94988 1

Pode-se ver, também, que:

P(T_|Vy) = %55F = 0,011

P(T_|V_) = %5 = 0,989
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Teorema de Bayes

Exemplo

Temos trés profissionais: um engenheiro florestal, um biélogo e um
engenheiro civil. Cada um deles plantou dez mudas de dlamos em
vasos numa casa de vegetagdo. Sobreviveram nove das plantadas
pelo engenheiro florestal, cinco pelo bidlogo e duas pelo engenheiro
civil. Dos trinta vasos, escolhe-se um ao acaso, e verifica-se se a muda
sobreviveu. Se ela sobreviveu, qual é a probabilidade de ela ter sido

plantada pelo engenheiro florestal?

>

>

v

v

Sejam os eventos:

S: a muda sobreviver

F: muda plantada pelo
Engenheiro Florestal

B: muda plantada pelo Biélogo
C: Muda plantada pelo
Engenheiro Civil
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Teorema de Bayes

Teorema de Bayes

Suponha que os eventos Cq,Cy, . . ., Cx formem uma parti¢do do
espaco amostral, () e que suas probabilidades sejam
conhecidas. Suponha, ainda, que para um evento A,
conhecam-se as probabilidades condicionais, P(A|C;) para
todoi =1,..., k. Entdo, para qualquer j,

_ _ P(AIG)P(C))
Yl P(A|G)P(C)

P(CjlA)
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Teorema de Bayes

Exemplo

Temos trés profissionais: um engenheiro florestal, um bidlogo e um
engenheiro civil. Cada um deles plantou dez mudas de dlamos em
vasos numa casa de vegetacdo. Sobreviveram nove das plantadas
pelo engenheiro florestal, cinco pelo bidlogo e duas pelo engenheiro
civil. Dos trinta vasos, escolhe-se um ao acaso, e verifica-se se a muda
sobreviveu. Se ela sobreviveu, qual é a probabilidade de ela ter sido
plantada pelo engenheiro florestal?

Solugdo

P(F)=P(B)=P(C) =}

P(SIF) = &

P(S|B) = 3

P(S|C) = &

P(F[S) = P(PﬂS)+11;((l§2§§+P(COS) = %X%+§§§+%X% = 1%
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Teorema de Bayes

Exemplo

Uma dgua é contaminada se forem encontrados bacilos tipo A
ou tipo B e C, simultaneamente. As probabilidade de se
encontrarem bacilos tipo A, B e C sdo, respectivamente, 0,30,
0,20 e 0,80. Existindo bacilos do tipo A nao existirdo bacilos
tipo B. Existindo bacilos tipo B, a probabilidade de existirem
bacilos tipo C é reduzida a metade. Calcular:

» a probabilidade de ocorrer bacilos tipo B ou C ou ambos;
» a probabilidade de a 4gua estar contaminada;

» sabendo que a 4gua estd contaminada, calcular a
probabilidade de ela ter sido contaminada pelo bacilos do
tipoBeC.
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Aplicagao do Teorema de Bayes

Exemplo: Um renomado centro tecnolégico brasileiro desenvolveu
um teste que identifica em poucos minutos a presenga ou auséncia do
novo virus Covid-19 no corpo do paciente. Caso a pessoa possua o
virus, a probabilidade é de 98,9% (sensibilidade). Sabendo que a
incidéncia da doenga na populacéo é de 4%, qual a probabilidade de
um exame qualquer resultar num “falso positivo”, ou seja, a pessoa
ser saudavel mas o exame resultar em positivo?

O evento T, é o resultado positivo do exame, enquanto o evento V. é
a pessoa examinada ser possuidora da doenga, sendo seu

complemento V_, a pessoa ndo possuir a doenca.

Ja vimos que:

Resultado do exame
Status do paciente | Positivo (T+) Negativo (T_)
Doente (V1) 0,03956 0,00044 0,04
Sadio (V-) 0,01056 0,94944 0,96
Total 0,05012 0,94988 1
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Aplicagao do Teorema de Bayes

Ja vimos, também, que
P(Vy)=004= P(V_)=0,9
P(T|Vy) = PI0Ve) — 989

PV, )
P(T+|V,):% — 0,989 = 0,011
Entao,
_ P(VLNTy) P(V_)P(Ts|V_
P(V-|T+) = (Pm)” PP P e =

0,96x0,011 0,01056
0,96 x0 011+0 04x0,989 — 0 01056+(0 03956 = 0,2106943

Este alto percentual é um resultado esperado ja que a probabilidade
de P(T) é de, aproximadamente, 5%, que ja foi acima do valor de
incidéncia da doenga na populacéo, portanto o diagndstico do “falso
positivo” é obviamente muito maior. Isto acontece porque a
probabilidade de resultado positivo em pessoas saudaveis ainda é
muito grande [ P(T4 | V_) =0,011] considerando a raridade da

doenga [P (V)=0,04]. Esse teste pode ser considerado confidvel?
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Exercicios

1 Dados dois eventos B e C, tais que, P(B) = 0,6, P(C) = 0,3 e
P(BNC) = 0,20, verifique se B e C sdo independentes.

2 Uma urna contém 6 bolas azuis e 4 brancas, de onde sdo
retiradas duas bolas ao acaso e sem reposi¢do. Sejam os
eventos Ay, sair bola azul na primeira extracdo, e By, sair bola
branca na segunda extragdo. Pede-se:

>

Calcular as probabilidades de todos os possiveis resultados
do experimento;

Calcular a probabilidade de sair bola branca na segunda
extracdo;

Calcular a probabilidade de ter saido bola azul na primeira
extragdo dado que saiu branca na segunda extragdo;

Verificar se A e B, sdo eventos independentes.
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Exercicios

3 Trés fabricas fornecem equipamentos de precisdo para o
laboratério de quimica da universidade. Apesar de serem
aparelhos de precisdo, existe uma pequena chance de
superestimagao das medidas efetuadas. A tabela a seguir,
apresenta as probabilidades associadas as categorias dos
equipamentos produzidos em cada fabrica:

Categoria
Fabrica Subestima Exata Superestima
I 0,010 0,98 0,010
I 0,005 0,98 0,015

III 0,000 0,99 0,01
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Exercicios

As fabricas fornecem, respectivamente, 20%, 30% e 50% dos
aparelhos utilizados. Escolhemos, ao acaso, um desses
aparelhos e perguntamos a probabilidade de:

» Haver superestimacdo de medida?
» Nao haver superestimacao de medida?
» Dando medidas exatas, ter sido fabricado em III?

» Ter sido produzido por I, dado que ndo subestima as
medidas?
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Leis de Mendel

» Leis de Mendel: conjunto de fundamentos que explicam o
mecanismo da transmissao hereditéria (base dos
mecanismos da hereditariedade) durante as geragodes.

» O monge Gregor Mendel iniciou seus experimentos em
torno de 1857, com ervilhas-de-cheiro (Pisum sativum) e
aplicou a matematica em seus estudos. Reconhecidos
como uma das maiores descobertas da Biologia o que fez
com que ele fosse considerado o "Pai da Genética".

» A ervilha foi uma escolha importante para o sucesso de
Mendel, pois é de facil cultivo, apresenta vérias
caracteristicas que podem ser estudadas, tem
autofecundacgdo, apresenta curto tempo de geracao (ciclo
reprodutivo curto), gera nimero grande de descendentes
(alta produtividade).

» Mendel realizou cruzamentos entre diversas linhagens
"puras”, ou seja, plantas que, ap0s (seis) sucessivas
geragOes, davam origem a plantas com as mesmas
caracteristicas. 70 /78



Leis de Mendel

» Mendel realizava a polinizagao cruzada das plantas puras,
transferindo o pélen de uma planta para outra (polinizagdo
cruzada ou hibridizagéo), por exemplo, de retirar pélen de uma
planta com semente amarela e depositd-lo sob o estigma de uma
planta com sementes verdes.

Caracteristicas estudadas por Mendel

> Mendel analisou sete

Form da sements
Cor dasemente g caracteristicas que apresentavam
. o duas formas distintas: forma da
w semente (lisa ou ondulada), cor da
Forma da vagem (/f semente (amarela ou verde), cor

da flor (purpura ou branca), forma
da vagem (inflada ou constrita),
cor da vagem (verde ou amarela),
posicdo da flor (axial ou terminal)
e comprimento do caule (alto ou

Cor da vagem

Posigdo daflor

@ anao).
comprimentodo < A » Ele realizou diversos tipos de
caule — .
@é cruzamentos para verificar como
as caracteristicas eram herdadas

ao longo das geracoes. 71/78



Leis de Mendel

Primeira Lei de Mendel

» Os progenitores puros recebem a denominacao de geragdo
parietal ou geragdo P.

» ApOs cruzar a geragao parietal, os descendentes dessa
geracdo foram obtidos, os quais receberam o nome de
primeira geracao filial ou geracao F1.

» O cruzamento entre individuos F1 levou a produgao da
segunda geracdo filial ou geracdo F2.
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Polinizagio 4 ;
t l cruzada ﬂ{ ‘,*

& Alltnpnlullza;ao 4

| ST o

ou pol

o

e
Geragdo P Geragdo F1 Geragido F2

> Mendel realizou o cruzamento entre plantas puras que com
flores ptirpuras e plantas puras com flores de cor branca,
gerando hibridos F1 100% com flores purpuras, igual aquelas
apresentadas pelas plantas puras. Isso levou a questdo: o que
aconteceu com o fator que determinava a cor branca das flores?

» Mendel ndo interrompeu seus trabalhos na geragdo F1, o que foi
essencial para a compreensdo do processo. Ele realizou, entdo, a
autofecundacao entre plantas F1 e teve uma grande surpresa: as
plantas que geravam flores brancas reapareceram.

» Na nova linhagem, geracdo F2, surgiram aproximadamente, trés
plantas com flores na proporcao 3:1 (ptrpuras: branca).
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Leis de Mendel

Com os resultados obtidos, Mendel chegou as conclusdes:

>

Existem fatores responsaveis por uma determinada
caracteristica: existem fatores que determinam a cor branca e a
cor purpura. Esses fatores sdo, hoje, conhecidos como genes e as
versoes desses fatores sdo os alelos.

Cada organismo herda dois alelos, um da mée e outro do pai.
Na geragdo F1, os descendentes apresentavam fatores para a flor
branca e para a flor ptirpura.

Existem fatores dominantes e recessivos. Os alelos dominantes
sdo capazes de mascarar o alelo recessivo. Na geracdo F1, o alelo
para a cor purpura era dominante e expressou-se, enquanto o
alelo para a cor branca ndo era. Os alelos recessivos so se
expressam quando estdo aos pares.

Cada individuo passa apenas um fator para cada caracteristica
em cada gameta, isto é, os alelos separam-se durante a formagdo
dos gametas e apenas um alelo estara presente no gameta.

Com isso, ele estabeleceu as suas Leis, que ficaram conhecidas
por Genética Mendeliana.
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Leis de Mendel

Primeira lei de Mendel ou Lei da Segregacdo: As caracteristicas dos
individuos sdo determinadas por pares de fatores, os quais se
separam na formagdo dos gametas, indo apenas um fator para cada
gameta.

> Note que as flores purpuras
apresentam genétipo (composigdo

,_ X f genética) PP, enquanto a branca
P O T apresenta genétipo pp. Como os
Flor Pirpura Flor Branca alelos se separam na formagao dos
PP bb gametas e se combinam na
fecundacéo, pode-se perceber que,
Flor Branca ap6s o cruzamento da geragao P,
P P tem-se que 100% dos descendentes
' tém genétipo Pp. Como o fator P é
s W | Wt genapo b
) ! dominante sobre p, as plantas
Flor Purpura Pp Pp .
3 * apresentam em sua totalidade a
P (?% ¥ cor ptrpura.
p Pp

» A Primeira Lei de Mendel
aplica-se para o estudo de uma
Unica caracteristica.
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Leis de Mendel

Resultados dos Cruzamentos Monoibridos de Mendel

Linhagens Parentais Prole F1 ~ Proporcdo
Plantas altas x Plantas andis 787 : 277 2,84:1
Sementes lisas x sementes rugosas 5474 : 1850

Sementes amarelas X sementes verdes 6022 : 2001

Flores ptrpuras x flores brancas 705 : 224

Vagens infladas x vagens constritas 882:299

Vagens verdes x vagens amarelas 428 : 152

Flores axiais x flores terminais 651 : 207
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Leis de Mendel

Segunda Lei de Mendel ou Lei da Segregacido Independente dos
Genes: Os pares de fatores para duas ou mais caracte-
risticas segregam-se de forma independente na formagdo dos gametas.

S D m.w > Mendel ainda queria saber como
b 'y ocorria a transmissao de duas ou
Gametas () 1‘ ® mais caracteristicas em
o simultaneo.
Geragio F1 Lisa e amarela
“’I » Ele cruzou plantas com sementes

amarelas e lisas com plantas de
sementes verdes e rugosas.

v

Mendel esperava que a geragao F;
teria 100% de sementes amarelas e
lisas, pois essas caracteristicas
apresentam carater dominante.

> Fez, entdo, autofecundagio da
geracdo F1, pois imaginava que
iriam surgir sementes verdes e
rugosas, nas proporg¢des 9:3:3:1

Geragao F2
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Leis de Mendel

Resultados observados e esperados na geragao F2 do
experimento de Mendel, envolvendo os genes para cor e
textura de sementes de ervilha.

Observado Esperado
Fenotipos F2 Ntimero Propor¢ao Numero Proporcao
Amarela, lisa 315
Verde, lisa 108
Amarela, rugosa 101
Verde, rugosa 32

Total 556
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