
Lista de Exerćıcio I

As equações de Maxwell são dadas por

~∇ · ~E =
ρ

ε0

; ~∇∧ ~B − µ0 ε0
∂ ~E

∂t
= µ0

~J (0.1)

~∇ · ~B = 0 ; ~∇∧ ~E +
∂ ~B

∂t
= 0 (0.2)

1. Mostre que as equações de Maxwell são invariantes pelas transformações de Lorentz

x0′ = coshαx0 + sinhαx1 ; x1′ = coshαx1 + sinhαx0 ; x2′ = x2 ; x3′ = x3 (0.3)

E ′
1 = E1 ; E ′

2 = coshαE2 + sinhαB3 ; E ′
3 = coshαE3 − sinhαB2

B′
1 = B1 ; B′

2 = coshαB2 − sinhαE3 ; B′
3 = coshαB3 + sinhαE2(0.4)

onde
v

c
= tanhα ; coshα =

1√
1− v2/c2

; sinhα =
v/c√

1− v2/c2
(0.5)

2. Mostre que se escrevermos os campos elétrico e magnético em termos de potenciais
como

~B = ~∇∧ ~A ; ~E = −~∇φ− ∂ ~A

∂t
(0.6)

as equações (0.2) são automaticamente satisfeitas. Mostre que os campos elétrico e
magnético são invariantes pelas transformações locais de gauge

φ→ φ− ∂α

∂t
; ~A→ ~A+ ~∇α (0.7)

3. Mostre que as equações de Maxwell (0.1) e (0.2) podem ser escritas em termos de
vetores e tensores de Lorentz como

∂µF
µν = jµ ; ∂µF̃

µν = 0 (0.8)

onde

F̃µν =
1

2
εµνρσ F

ρσ (0.9)

e

Ei = F0i ; Bi = − 1

2 c
εijk Fjk ; j0 =

ρ

ε0

; ji =
1

ε0 c
Ji (0.10)

Mostre ainda que

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ ; Aµ =
(
φ , −c ~A

)
(0.11)
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e que as equações de Maxwell podem ainda ser escritas como

∂ρF̃µν + ∂µF̃νρ + ∂νF̃ρµ = j̃ρµν ; ∂ρFµν + ∂µFνρ + ∂νFρµ = 0 (0.12)

com

jλ =
1

3!
ελρµν j̃ρµν (0.13)

4. Mostre que o primeiro conjunto de equações de Maxwell dado em (0.8) pode ser obtido
pelo prinćıpio de mı́nima ação a partir da ação

S =
∫
d4x

[
−1

4
Fµν F

µν − jµAµ
]

(0.14)

Neste caso as coordenadas independentes utilizadas no cálculo variacional são o campo
Aµ e suas derivadas ∂µAν , e onde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.

5. Considere um volume Ω com borda ∂Ω, e uma 2-forma Bµν . O Teorema de Stokes diz
que ∫

∂Ω
Bµν dx

µ ∧ dxν =
∫

Ω
[∂ρBµν + ∂µBνρ + ∂νBρµ] dxµ ∧ dxν ∧ dxρ (0.15)

Tomando Bµν = αFµν + β F̃µν , com α e β arbitrários, e utilizando as equações de
Maxwell obtenha as equações integrais para a eletrodinâmica. A partir desta obtenha
as quatro leis integrais da eletrodinâmica escritas em termos de ~E e ~B.

6. Utilizando a força de Lorentz

~F = q
(
~E + ~v ∧ ~B

)
(0.16)

e a equação de Newton, determine a trajetória de uma part́ıcula carregada na presença
de um campo magnético constante na direção z, i.e ~B = B0 ~ez.

7. Utilizando o prinćıpio de gauge ou acoplamento minimal, resolva a equação de Schrö-
dinger (não relativ́ıstica) para uma part́ıcula carregada sem spin na presença de um

campo magnético constante na direção z, i.e ~B = B0 ~ez.

8. Mostre que a equação de Schrödinger (não relativ́ıstica) para uma part́ıcula de carga
q, sem spin acoplada minimamente ao campo eletromagnético é invariante pelas trans-
formações locais de gauge dadas por

ψ → ei q α/h̄ ψ ; Aµ → Aµ − ∂µα (0.17)

9. Suponha que a menor carga elétrica no Universo seja a carga do elétron. A partir da
condição de quantização de Dirac evolvendo cargas elétricas e magnéticas, determine o
menor valor de carga magnética permitido pelo argumento de Dirac. Determine a razão
do módulos das forças estáticas (Coulombianas) entre dois elétrons e dois monopolos
magnéticos de carga mı́nima, separados por uma mesma distância.
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10. Utilizando o fato que o tensor dos campos nas teorias de Yang-Mills é dado por

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + i e [Aµ , Aν ]

mostre que ele satisfaz automaticamente (para qualquer Aµ) a identidade de Bianchi

DµFνρ +DνFρµ +DρFµν = 0

onde Dµ = ∂µ ∗+i e [Aµ , ∗ ].

11. Determine as equações de Euler-Lagrange para os campos Aµ, ψ e φ, associadas à
Lagrangiana

L =
1

4
Tr (Fµν F

µν) +
1

2

[
ψ̄γµDµψ −

(
Dµψ̄

)
γµ ψ

]
+ (Dµφ)† Dµφ

onde ψ e φ são multipletos do grupo de gauge, transformando por representações R1

e R2, , de dimensões d1 e d2, respectivamente, e onde Dµψ = ∂µψ + i eR1 (Aµ) ψ e
Dµφ = ∂µφ+ i eR2 (Aµ) φ.

12. Moste que a configuração de campos, de uma teoria de Yang-Mills SU(2),

Aµ = −2

e
σµν

xν − aν

(xρ − aρ)2 + λ2

onde
σi 4 = −κTi σij = εijk Tk [Ti , Tj ] = i εijk Tk

satisfaz a equação de auto-dualidade

Fµν = κ
1

2
εµνρσ F

ρσ

no espaço Euclideano, e onde κ = ±1.
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