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Problema geral

Conjunto de dados {x,y,0}
Ha uma relacdo entrexey
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Como encontramos a

funcao y=f(x,a) que melhor
descreve (estatisticamente)
os dados?
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Parametros?

Conjunto de dados {x,y,0}
Ha uma relacdo entrexey

- 12

Como encontramos a
funcao y=f(x,a) que melhor
descreve (estatisticamente)
os dados?

Como definimos
(estatisticamente) os
parametros a=(a,,...,a,)?

f(x,a)=ax+ a,
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Maxima verossimilhanca

 Nao servem parametros
a=(a,,...,a,) quaisquer...
Entao como fazemos?

* MMAQ: encontra ;
coeficientes que
maximizam a probabilidade
da funcao ser compativel .
com os dados
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Probabilidades e Hipotese

 Dados independentes
— XY 1S e XY Si)
* Medidasy::
— gaussiana com média . e desvio padrdo o

* A probabilidade de medirmosy. é

1

] 1 - X, A fungdo f(x,a) é a
P(y,) CXp|—— Y — 1K, nossa estimativa dos
\ 270, 2 O. valores verdadeiros
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Probabilidades dos dados

* Portanto, a probabilidade para uma medida é:

P exp _l(y,-—f(x,-,a))

V27O, 2 o,

l

* E probabilidade de medirmos o nosso conjunto de dados:

Pdados =P1P2Pn =npl
i=1



Probabilidades dos dados

* Portanto, a probabilidade total é: x> >0

P 1 exp __E( -/ (xl,a))

* A probabilidade é maxima quando o X? for minimo!
* |IMPORTANTE: X? é uma fungdo de a=(a,,...,a,)




Ajuste

* Consiste em encontrar os parametros a=(a,,...,a,), da
funcdo f(x,a), de modo a minimizar o X?.

* Hipoteses:
— As medidas y, tem uma distribuicao gaussiana
— As medidas sao independentes



Ajuste

e Dado f(x,a), o que significa
minimizar o X??

e Significa que qualquer
variacao de qualquer a, faz o
X?aumentar!

* Portanto:
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Constante

 E precisamos calcular: [

da, 0y ———



Constante

0 s wmal w2[y-a,]ED
ad, ~ oa, S oF _E

! i=1 i




Exemplo
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Tentamos diversos

n
2 , —d .
-2 Graficamente valores para o
o\ O parametro
1.00 2.00 0.1 (yi-Fiy*2/sir2= 400 100 0.0 100 400 900
v 200 210 0.1 441 121 1.0 81 361 841
5000 | | 361 81 1.0 121 441 961
4500 77| ® series1 } 484 144 4.0 64 324 784
:ggg || rerabor / 369 85 0.6 117 433 949
3000 / chi2= 2055 531 6.6 483 1959 4435
% 2500
2000 Q\ /
1500
1000 A\ Para cada tentativa,
500 /o i
’ \fiff[_n/—( ﬁ Fazemos um grafico, calculamos o chi2
4 5 6

gue é uma parabola

a0




Zoom na regiao onde
temos o minimo

Graficamente

-
X Y signa  a0= 1 15 18 22 25 3

1.00 2.00 0.1 (yi-Fi)"2/si*2= 100 25 4.0 4 25 100

2.00 210 0.1 121 36 9.0 1 16 81

600 | 81 16 1.0 9 36 121
500 ® Seriesl 144 49 16.0 0 9 64
Parabola /‘ 85 18 1.4 8 34 117

400 chi2= 531 144 314 22 120 483

\

\

X

N

15

2

2.5

a0

3.5




Graficamente

Zoom na regiao onde
temos o minimo

1.00 2.00 0.1 (yi-Fiy*2/si"2= 16 9 1.0 0 4 16

2.00 210 0.1 25 16 4.0 1 1 9

16 , 9 4 0.0 1 9 25
1 K ® Seriesl / 36 25 9.0 4 0 4
L, | L rerebok 10 5 0.0 1 8 23
\ / chi2= 96 59 14.0 7 22 77

AN S

v

1.9

1.95 2 2.05
a0

2.1

2.15

Repete o processo até que a reducao do
Chi2, ou variacao do parametro, seja
menor que um certo limiar (ex. 1e-6)




Ajuste de Reta

» Ochi2é: - E(y “’”f*“f’)

0

* E precisamos calcular: —x —X
oa, da,



Ajuste de Reta, a,

Jd 0 X [yi_(alxi-l_ao)]z ~ 2|y, —(ax +a,)|(=1)
S SR

_ d :
da, da, ‘o O, i=1 OF
0=-2Y=L+2q, Yy L +2a,y —
i=1 Oi =1 Gi =1 Gi
_2=a12 S+ )~ S, =a,S, +a,5,



Ajuste de Reta, 3,

d 5 0 . [yl' —(a,x; + ao)]2 C Z[yl. —(ax; + ao)](_xi)
aa, X da, ; o’ ; o’

l

0=—2§yl‘ l E +2aE(7
i=1 i

i=1 i i=1 [

);— E ta E— S, =a,5,+a,5,



Resolvendo o sistema

S, =aS, +a,S, S, S, S, a,
S, =a,5,+a,5, S 5. e a,
Podemos resolver explicitamente:

szSy B SX)’SX — SxySO — Sny _

=d —
S.S,-S8.S, " S.S -S.S A



2.2
3.8
7.1
8.5
9.5

0.12
0.29
0.69
0.17
0.58

Exe

mplo




=0.104 Exemplo
=2.068

10

012 6944 6944 6944 152.78 152.78
3.8 0.29 11.89 23.78 4756 4518 90.37
7.1 0.69 210 6.30 1890 1491 4474
8.5 0.17 34.60 138.41 553.63 294.12 1176.47

a H~ W0 DN

121.01 252.80 763.86 535.23 1605.56
Ssig Sx Sx2 Sy Sxy

9.5 0.58 297 1486 7432 2824 141.20

11
3.0

1 11
35

1 11
4.0

4.5

11 11
5.0




Graficamente

Agora temos 2
parametros, portanto

grafico de chi2 sera 400
7 e 350
uma superficie ‘ 300

al 22



Graficamente

e Podemos também
fazer um grafico de
contornos




Graficamente

* Aregiao ampliada se
parece com a regiao
anterior

20

chi2



Numericamente

e Podemos procurar,
alternadamente (em
X,Y), pelo minimo, até
convergir. 02

0.4+




Incerteza dos parametros

* a=(a,,...,a,) é estimado dos

dados e é afetado pelas
flutuagdes nos valores vy, 04
* Tem uma incerteza associada a
estimativa de a=(a,,...,a,) 02 { o
* Depende do comportamento da @ %
funcdo X? em torno do minimo 0.0
-0.2
-04 - 10°

17 18 19 20 21 22 23
al



Incerteza dos parametros

-0.4 -0.2 0.0 02 0.4
a-a

A incerteza em a, sera
menor que em a




Propagacao

* Seja uma fungdo g(y;), a incerteza devido aos erros emy; €

2
ol

=1\ 9

« E apropagacdo de incerteza que estamos acostumados!
* Precisamos aplica-la para os parametros estimados...



Ajuste linear, incertezas

S.8, -85,
a, = —
" S8.S,-S.S,
<!
SG = —2
i1 O; N3o dependem
n X, de y;, por isso
Sx = _2 a
=1 Oi —_— = O
n 2 ay
X J
S,=)-+L

S.S,-S,S,
a, =
S.S,-S.S,




Ajuste linear, incertezas

o < SEFEP.

0

Fazendo a conta, chegamos em:

szSo -5.5.
2
) N\ 8610 )
GaO = — O,
Z(ayj ’
S,
o’ x

“ S5, -S.S,

5565

S.S,-S.5S,
2
» | 9q, )
o.,=Y|—0O
;(ayj ]
> S,




A conta para a,...

aS.  aS |
S,—~-—2§ S, L_ LS,
5, . Oa, _ " dy; 9y Y
Cl0= = =
§.8,=S8.8, 9y, S .8, =S.S, A
2 2
» | 9q, 1 1 j
O, = —o.| =— sz S. |, 5
’ Z(ayj ’) A’ jl( O'\j\ op / o2,
1 & 1 n X X n 2 S )
=S |(S.) DA Y+ (LY | = 2o fes-
2 ( x? 2 K2 Tx 2 X 2 = 2»)0
. 19 =19 A9 A l
—— —— ——
S S S,




Sx
liaj
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qJo4
o =%
a |

S =
a ~ ~
O ¥ =

a |

=
oy ~
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O |
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Ajuste linear, covariancia

* Os parametros ajustados, em geral, nao sao independentes.
— Reta: se mudarmos o a,, teremos que mexer o a, para manter o X?

baixo.
I 1 A . V4 Sx
* No ajuste linear, a covariancia é;:  €ov(4,,aq,) = T s
x2 o o XX
2
. « A . s O Cov(a ’a )
* E a matriz de covariancia é: M = a 0>

2

aq

cov(a,,a,) o




Generalizando

Se a funcao f(x,a) depende e é linear em k+1 parametros,
a=(a,,...,a,), e facil generalizar:

( )
Sy
S

Xy

/SG

A\
)

S

X

S

X

\/ )

Resolvemos multiplicando pela
inversa da matriz quadrada dos
dois lados.

Mas note que é preciso calcular os termos “S” para construir a matriz.

Nao é tao facil...




