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Cadeias de Markov a Tempo Contínuo
Seja {X (t); t ≥ 0} um processo de estocástico tomando valores em
{0, 1, . . .} ou {0, 1, . . . ,N}. Diremos que {X (t); t ≥ 0} é uma cadeia de
Markov a tempo contínuo se para t, s ≥ 0,

P(X (t + s) = j |X (s) = i ,X (u), 0 ≤ u < s) = P(X (t + s) = j |X (s) = i)

Se além disso

P(X (t + s) = j |X (s) = i) = P(X (t) = j |X (0) = i)

ou seja, independe de s, então a cadeia de Markov a tempo contínuo é dita
ser estacionária ou homogênea.
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Cadeias de Markov a Tempo Contínuo
Suponha que {X (t); t ≥ 0} seja uma cadeia de Markov a tempo contínuo
homogênea e T1 = tempo que o processo fica no estado X (0) = i antes de
saltar para um estado j . Temos que

P(T1 > t + s|T1 > s) =
P(X (s + `) = i , 0 ≤ ` ≤ t|X (s) = i ,X (u) = i , 0 ≤ u < s) =
P(X (s + `) = i , 0 ≤ ` ≤ t|X (s) = i) =
P(X (`) = i , 0 ≤ ` ≤ t|X (0) = i) =
P(T1 > t)

ou seja

P(T1 > t + s|T1 > s) = P(T1 > t)
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Cadeias de Markov a Tempo Contínuo
Portanto T1 é sem memória e tem de ser exponencial. Uma outra forma de
definir as cadeias de Markov a tempo contínuo é a seguinte. Considerando
o estado atual como sendo i ,

1 o instante de salto é exponencial com parâmetro νi .
2 a probabilidade de ir para o estado j , j 6= i , é pij .

Devemos ter
∑

j pij = 1, e pii = 0.
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Exemplos
a) Processos de Nascimento Puro com parâmetro λi . Temos que

νi = λi , pii+1 = 1
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Exemplos
b) Processos de Nascimento e Morte. Temos que

ν0 = λ0, νi = λi + νi , i = 1, 2, . . .

p01 = 1, pii+1 =
λi

λi + µi
, pii−1 =

µi

λi + µi
, i = 1, 2, . . .
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Lema
Seja

Pij(t) = P(X (t + s) = j |X (s) = i)

Temos que
a) limh↓0

1−Pii (h)
h = νi

b) limh↓0
Pij (h)

h = νipij , i 6= j .
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Lema
Para todo t, s ≥ 0,

Pij(t + s) =
∑
`

Pi`(t)P`j(s)
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Equações de Atraso de Kolmogorov
Para todo i , j , e t ≥ 0,

Ṗij(t) = νi

{∑
6̀=i

pi`P`j(t)− Pij(t)
}
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a) Processo de Nascimento Puro

Ṗij(t) = λiPi+1j(t)− λiPij(t), j > i

Ṗii (t) = −λiPii (t)
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b) Processo de Nascimento e Morte

Ṗij(t) = (λi + µi )
{ λi

λi + µi
Pi+1j(t) +

µi

λi + µi
Pi−1j − Pij(t)

}
= λiPi+1j(t) + µiPi−1j − (λi + µi )Pij(t), i ≥ 1

Ṗ0j(t) = λ0P1j(t)− λ0P0j(t)
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c) Manutenção de Máquina

Uma máquina funciona em média um tempo 1
λ com distribuição

exponencial. Suponha que exista 1 estação de reparo, e o tempo de serviço
é exponencial com média 1

µ . Se 0 representa o estado a máquina está
funcionando e 1 representa o estado a máquina está em reparo, determine
P00(t) e P10(t).
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Equações de Avanço de Kolmogorov
Para todo i , j , e t ≥ 0,

Ṗij(t) =
∑
6̀=i

ν`p`jPi`(t)− νjPij(t)
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a) Processo de Nascimento Puro

Ṗij(t) = λj−1Pij−1(t)− λjPij(t), j > i

Ṗii (t) = −λiPii (t)
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a) Processo de Nascimento Puro
Mostre que

Pii (t) = e−λi t ,

Pij(t) = λj−1e−λj t
∫ t

0
eλj sPij−1(s)ds, j ≥ i + 1
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b) Processo de Yule
Suponha que

λj = jλ, j ≥ 1.

Mostre que

Pij(t) =
(

j − 1
j − i

)
e−λit(1− e−λt)j−i , j ≥ i ≥ 1
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c) Processo de Nascimento e Morte
Considere o processo de Nascimento e Morte. Mostre que as equações de
avanço são dadas por:

Ṗi0(t) = µ1Pi1(t)− λ0Pi0(t),

Ṗij(t) = λj−1Pij−1(t) + µj+1Pij+1(t)− (λj + µj)Pij(t), j ≥ 1.

Obtenha as equações de balanço como ponto de equilíbrio das equações
diferencias acima.
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