A INTEGRAL DE RIEMANN

1. PROPRIEDADES DA INTEGRAL DE RIEMANN

Dadas as dificuldades para o calculo da integral pela definicao é im-
portante obter propriedades que ajudem nesta tarefa. Comegamos com
as ‘propriedades algébricas.

Proposicao 1.1. Suponhamos que f,g € Rla,b]. Entdo temos:
a) Se k € R, entdo kf € Rla, b

[utfs
[ron[refo

c) Se f(z) < g(x),Vx € |a,b] entdo

[r= ]

Dem. Vamos demonstrar b . 0s outros itens sao semelhantes e ficam
a cargo do leltor

Seja L1 = f fely= f g- Dado € > 0, sejam &1 e J, tais que
IPIl < 61 = |S(f,P) = Lo < ¢/2 ¢ |P| < b2 = |S(g,P) — Lo| <
€/2.

Se 6 — min{dy, o2} e 1P| < 0, teremos entao |S(f + g,P) — (L +
Lz)‘S‘S(f,P)—Lﬂ-F‘S(g,P)—Lﬂ<€/2—|—6/2=€. []
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b) f+g € Rla,b] e
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Exemplo 1.2. Seja J um subintervalo de |a,b] de extremos ¢ e d

I, sexeJ
¢ (@) = {O, sex € |a,b]\ J

Podemos mostrar diretamente da definicao que f € Rla,b]. e
fab f=d—c.

Dizemos que uma funcao ¢ : [a,b] — R € uma fung¢ao em
escada se ela assumente apenas um numero finito de wvalores,
cada um em um numero finito de subintervalos de |a,b]. Pode-
se mostrar que toda funcao em escada pode ser escrita como uma
combinagao linear de fungoes do tipo acima, ¢ = > | qipy,.

Seque das propriedades algébricas que toda funcao em escada €

integrdvel e fab d=> " fab OJ..

O resultado seguinte destaca uma classe de fungoes que nao per-
tencem a R|a, b].

Proposicao 1.3. Se f € Rla,b], entdo f € limitada. (Ou seja se
f ndo € limitada em |a,b], entdo f nao € integrdvel neste intervalo

).

Dem. Suponhamos que f é nao limitada e integrvel em [a, b]. Dado
e = 1, existe 0 > 0 tal que

1) HPH<5:»rs<f,7>—/ f\<1:’\5(f,73!<1+/ /]

Seja P uma particao qualquer com ||P|| < 6.

Entao existe um subintervalo |x;_1,x;| da partigao P no qual f nao
limitada.

Vamos marcar a particao P em dois passos da seguinte forma. Primeiro
escoolhemos um ponto qualquer ¢, no subintervalo |x;_;, ;], para todo

J # 1.
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Temos entao, para qualquer escolha do ponto t; € [x;_1, x;].

S(f,P) = flt)Ax; + Z ft)Az; =
37&@

SUPI 2 78] = |3 76|
J7
Escolhendo agora t; de tal forma que

F AT > 14| [ I+ F(8) A, segue que

2) S(f, P |>1+!/f

em contradicao com . []

Exemplo 1.4. A funcdo f(x) := g(x) = 1/Ox sex # 0 ~
Se T =

integravel em nenhum intervalo contendo a origem.

2. FUNCOES INTEGRAVEIS

Vejamos alguns resultados que permitem decidir sobre a integrabili-
dade de classes amplas de funcoes, como fungoes "em escada”, contin-
uas ete. ).

Proposigao 2.1. (Critério de Cauchy) Uma funcdo f : |a,b] - R
pertence a Rla,b] se e somente se para todo € > 0 existe 6 > 0
tal que, para quaisquer particées marcadas P e Q com |P|| < 9§ e
19| < & temos

IS(f,P) — S(f,0)| < e.

Esboco da demonstracao.
(=)
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Se f: [a b — R pertence a R[a b] Entao |S £, P) — f fl <e€/2e
1S(f, Q f fl <e€/2=1S(f,P)—S(f, Q)| < e, pela desigualdade

trlangular

(=)

Se f satisfaz o critério, escolhemos uma sequéncia 9, decrescente de
nitmeros positivos tais que, se ||P|| < 8, ¢ ||Q|| < 8, entdo |S(f, P) —
S(fQ)| < 1/n. . .

Escolhendo agora particoes marcadas P,, com [|Py,| < d,, segue
que S(f,Py) sequencia de Cauchy. Se L = lim,,_,o S(f, Py), obtemos
entfo, para qualquer particio marcada P com norma menor do que 6,
que

’S(f,P) o L’ < ‘S<f773) o S(fapm)‘ + ‘S<f773m> - L’ Fazendo
m — 0o, obtemos |S(f,P) — L| < 1/n. O]

Teorema 2.2. Toda funcdo continua em |a,b] pertence a Rla,b].

Dem. Sendo f continua em |a, b], ela é uniformemente continua, ou
seja: dadon > 0, existe 0 > 0 de tal forma que x,y € [a,b] e |x—y| <
6= [f(z) = fly)] <n. -

Vamos usar o critério de Cauchy acima. Sejam P e O, particoes
marcadas. Suponhamos inicialmente, que Q é um refinamento de
P, ouseja, P C Q.

Dado um subintervalo [z;_1,z;] da particdo P, existe entao k =
k(1), m = m(i) tais que os pontos Yx_1, Y, - - * Yk+m da particao Q,
satisfazem : x;,_1 = Yr_1, i = Yrrm, OU S€ja:

T, @] = Uk+m[yj—  Yil-

Dado ¢ > 0, escolhemos § > 0 de tal forma que z,y € [a,b] e

2~y <5 = |f(2) — fy)| < n= g
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Temos entao, se |P|| < 6, escolhendo marcas tq,t9,- -+ , &, em P e
S1,52y "+ Sk(n)+n CHL Q.

S(f,P) = Z fti) (i — i)

= > )y — i)

=1\ j=k()

k(n)+m(n)

S(,Q = > flsi)wi— i)

1=1

Nas somatorias acima, como ¢; e s; estao no mesmo intervalo (1.2,
para k(i) < j < k(i) +m(i). obtemos |t; — s;| < d e, portanto,

n k(i)+m(7)

1S(f,P) = S(f, Q)] < > £ Gs) = Ftl(yy — yi—)
=1\ =k
w [ k()tm()
< n Y (yi—yi-)
=1\ jhG)
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Dadas, agora particoes marcadas arbitrarias com IP|| <0, |Q| <6
seja R = PUQ e 'R uma marcacao qualquer em K.

Como R é refinamento de P e Q, segue do que foi demonstrado acima
que

<€

[]

Observacao 2.3. Com uma pequena modificacao dos arqgumentos
acima, podemos mostrar que toda funcao f limitada e continua,
exceto em um numero finito de pontos do intervalo [a, b, pertence
a Rla,b]. Mais geralmente, f € Rla,b], se o conjunto dos seus
pontos de descontinuidade € ‘suficientemente pequeno’ (tem me-
dida nula). Isto vale, em particular, se ele € enumerdvel. Seque
dai que toda fungdo mondtona em [a,b| pertence a Rla,b|.
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