A INTEGRAL DE RIEMANN

1. INTRODUCAO

A ideia de integracao, como inversa do processo de derivacao, aparece
nos trabalhos revolucionarios de Isaac Newton e Gotfried Leibniz, no
final do século XVII.

1D apenas em meados do século XIX, que a integracao é vista como
um processo independente, como limites de certas somas interpre-
tadas como aproximacao de areas sob o grafico de funcoes, conhecidas
desde entao como Somas de Riemann. As ideias de Riemann de-
ram origem a outras teorias de integracao, notadamente a de Henry
Lebesgue, ja no inicio do século XX.

A integral de Riemann (e suas generalizagoes) permanecem, porém,
como um dos assuntos mais importantes da Andlise Matematica pela
sua aplicabilidade, natureza intuitiva e importéncia histoérica.

Para definir a integral de Riemann, precisamos de alguns conceitos
preliminares.

Definicao 1.1. Uma particao do intervalo fechado I = [a,b] é
um conjunto finito e ordenado P = {xg,x1, 1, - ,x,} de pontos
de I tais que

a=20< T < Tp<---<x, =0
O intervalo I, = [x_1, k1] de comprimento Axy = x — 1 serd
denominado o k-ésimo subintervalo da particao P.

Definicao 1.2. O comprimento mdximo dos subintervalos da particao
P = {xg,x1,21, -+, } dointervalo |a,b] é a norma da parti¢cao
e serd denotada por ||P]|.
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Ou seja, se Axp = X — Tp_1 :

P := max{Az;, 1 <k <n}.

Definigcao 1.3. Dizemos que a particio P = {xg,x1, 21, , Ty}
foi marcada se escolhemos um ponto (ou marca) t,. em cada
subintervalo I, = |xp_1,xr_1]. Denotaremos por P esta parti¢ao

marcada, e usaremos a mesma notacao |P|| para a norma desta
particao.

Definicdo 1.4. Se f : [a,b] = R e P ¢ uma particao marcada de
la, b], definimos a soma de Riemann de f relativa a P por

S(f;P) = Zf(tz')ﬁ%’-
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Podemos agora definir a integral de Riemann.

Definigao 1.5. Dizemos que a funcdo f : |a,b] = R é Riemann
inegrdvel no intervalo [a,b] P se existir um nihero real L tal que
para qualquer € > 0, existe 0 > 0 tal que a soma de Riemann de
f relativa a qualquer particao marcada P, com || P|| < § satisfaz

IS(f;P) — L] <«

Usaremos a notacao f € Rla,b|, nesse caso.

E usual dizer que a integral de Riemann ¢ o ‘limite das somas de
Riemann‘. Deve ser lembrado, porém que este ¢ um limite no sentido
dado pela definicao ., nao no sentido de limites para funcoes reais.
Algumas propriedades, entretanto, sao similares. Em particular, temos
a unicidade da integral de Riemann, quando ela existe.

Proposigao 1.6. Se f € Rla,b| entdo o valor da integral é unico.

Dem.
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Se f € f € R]a, b] usamos as notagoes:

[ 5 [s@a [ swa

(A varivel usada na integracao é, obviamente, irrelevante).

Exemplos 1.7. 1) Se f(x) = k em [a,b], entio f € Rla,b| e
[P f@)dz = k(b — a).

2, sex€l0,1]

tao f € Rla,b
3, sex €]l,3] entdo f LU
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I, sexe0,]]NQ

0, sexe0,]]NR\Q entio f ¢ Rla,bl.

3) Se f(x) = {

1) Se f(x) = x* em [0,1], entdo f € Rla,b] e ff ydx =1/3.
Nesse caso, € dificil mostrar que f € Rla,b], diretamente da
defini¢ao. Admitindo este fato, podemos calcular a integral, us-
ando uma sequéncia especial de particoes marcadas P definida por
x; =1i/n e marcas t; = x;. Para isto vamos usar a formula da soma
dos n primeiros quadrados: 1> +2°+---+n*=n’/3+n*/3+n/6.
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De fato, uma vez calculado o valor da integral por este método,
¢ possivel agora mostrar que a integral, de fato, tem esse wvalor,
mostrando que o wvalor da soma de Riemann, usando qualquer

particao marcada com norma Ssuficiente pequena fica arbitraria-
mente prorima de uma desse tipo. Mas nao faremos isto aqua.
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