AS REGRAS DE I’HOSPITAL

1. INTRODUCAO

Entre as propriedades operatorias dos limites, vimos que lim,_,, % =

% selim, ., f(z) = Aelim, ., g(x) = B. com B # 0. No caso em que
B =0e¢ A # 0 o limite, quando existe ¢ infinito. No caso A = B = 0,
o limite pode ter qualquer valor, ou nao existir. usamos o simbolo
8 para indicar esta situacao, e dizemos que 8 é uma indeterminacao.
Outras indeterminagoes sao representadas por: ==, 0 - 00, 0°, 1%, ooV
e 00 — 00, com interpretacoes semelhantes.

Exemplos 1.1.

a) Se f(x) =kx, k € Reg(x) =z, entao lim,_,, % = lim, 0 ’;—”3 =

b) Se f(x) =z e glx) = 2%, entao lim,_,q % = lim, 9 -5 = +00.
Vamos considerar apenas os casos 8 e 22, 0s outros casos podem,

quase sempre, ser reduzidos a um desses dois.

Para isso, precisamos de uma generalizacao do Teorema do Valor
Médio, devida a Cauchy:.

Teorema 1.2. Sejam f e g, fungoes continuas em |a,b] e difer-
encidveis em |a, b| e suponhamos que ¢'(x) # 0 para todo x €]a, b|.

~ : f)=f(a) _ f'(0)
Entao eziste ¢ €la,b| tal que OETORRICE
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Dem. Como ¢'(z) # 0 em la,b[, segue do Teorema de Rolle que
g(b) # g(a). Portanto, podemos definir a fungao:

O = T ) — gla)) = (f(2) - Fla)

Entao h(a) = h(b) = 0. Do Teorema de Rolle, segue que existe

1) — f)=f(a) _ f'(0)
¢ €la, bl talque h'(c) = 0 = 5= = 715 O

Vamos considerar o caso da indeterminacao do tipo 8. Vamos cons-
derar apenas limites a direita, os outros casos sao similares.

h(z) =

Teorema 1.3. (Regra de L’Hospital I) Sejam —oo < a < b < +00
e suponhamos que f,g sdo diferencidveis em la,b[, ¢'(x) # 0, para
todo x €la,b| e

lim f(x)= lim g(x)=0.

r—a+ T—a+
Entao temos:
/
lim @) = L = lim M:L.
T—a+ g’(x) T—sa+ g(x)

( O limite L pode ser finito ou infinito).

Dem. Vamos considerar o caso em que L € R. O caso de limites
infinitos fica a cargo do leitor. Do Teorema do Valor Médio de Cauchy,
temos, para a, T €|a,b[, com a < a < x < b.

flz) = fla) _ (&)

— ) €x G]CV,ZC[.

g(x) —gla)  ¢'(&)

Dado € > 0, seja d > 0 tal que 0 < x —a < ¢ implica |
Como a <&, < x,¢(&) # 0, temos

fla)
7 Ll <e
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9(x) — g(e)

Fazendo o — 0, obtemos ]% — Ll <e,se0<x—a<e Como
e > 0 é arbitrario, segue o resultado. [l
Exemplos 1.4.

sen2(x) .
a) lim, g =0.
b) lim, - COS =1/2.
O caso de indeterminacao do tlpo ~ ¢ bastante similar.

Teorema 1.5. (Regra de L’Hospital U) Sejam —o0 < a < b < +o0o
e suponhamos que f,g sdo diferencidveis em la,b[, ¢'(x) # 0, para
todo x €la,b| e

A @) = g, glw) = oo

Entao temos:

TG R A N
T—a+ g’(x) T—a+ g(aj

(O limite L pode ser finito ou infinito).

Exemplos 1.6.
a) limg s o0 = < = too.
b) lim,_, 4o B = = 0.
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