DERIVADAS - INTRODUCAO E PRIMEIRAS PROPRIEDADES

1. INTRODUCAO

A nocao de derivada surge da consideracao de dois problemas um da
Cinematica e outro geométrico.

No primeiro caso, consideramos um ponto moével, que se desloca ao
longo de um eixo ao longo do tempo, com posicao descrita por uma
funcao P(t) no instante t. A wvelocidade média do objeto entre os
instantes ty e t ¢ dada pelo quociente:

P(t) — P(to)
(o, t) = .
Um0, ) L1,
A velocidade instantanea no instante ¢y ¢ entao
P(t) — P(to)

v(ty) = th_glo Um(to, t) = th_)rxtlo P—
caso o limite exista.
No segundo caso, consideramos uma funcao f : I C R — R. A reta
secante determinada pelos pontos do grafico (a, f(a)) e (x, f(x) tem
inclinacao:

f(x) = fla)

r(a,x) = P

A inclinacao da reta tangente ao gréfico de f no ponto (a, f(a))

é entao: @) — f(a
L . Jlx) = fla
r(a) = iliré r(a,r) = ilir}z R

caso o limite exista.
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O conceito de derivada tem intimeras outras interpretacoes nas Ciencias
Naturais e na Matematica, vamos ver no que segue sua defini¢ao precisa
e algumas propriedades.

Definicao 1.1. Seja A C R, a € A um ponto de acumulagcao de A
e f: A— R, uma funcao. Diremos que [ é derivdvel no ponto
a se existir e for finito o limite

r—a T — Q
A funcio %=1 ¢ frequentemente denominada quociente de New-

r—a
ton no ponto a sendo a derivada, portanto o limite desse quociente

quando x — a. se este existir.

Se f : A C R é derivavel no conjunto B C A, dizemos que f é
derivavel em B. Se B = A, dizemos simplesmente que f é derivavel.
A fungao f': B — R definida por (f')(x) = f/(x), definida em B, é a
funcao derivada de f.

Observacao 1.2. O quociente de Newton € frequentemente escrito
flath)—f(a)

na forma —————== € entao a derivada € dada pelo limite
- fla+h)— fla)
oY —
fla) = Jim h |

Outras notacgoes sao também usadas para a derivada, por exem-
plo:
df d

da:(a)’ %f(a), Df(a), etc.

Exemplos 1.3.
(1) Se f(x) = z*, o quociente de Newton no ponto a € R € dado

por
2 2
f(xa)jig(a):xxiz =T +a sex+#a.
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Portanto

lim flz) = Jla = lim(z + a) = 2a.

r—a T —a r—a

Seque que a funcao f(x) = x* ¢ derivdvel em todo ponto a € R e
f'(a) = 2a, Va € R.

(2) Seja f(x) =|x|. Se a >0 entdo f(x) ==z em uma vizinhan¢a
de a. O queociente de Newton € entao dado por

f@) ~ fla) _x—a

Portanto f'(a) =1, Ya > 0. Analogamente f'(a) = —1, Va < 0.
Agora, se a =0 teremos

flz) = fla) |z {1 sex >0

=1 sex # a.

Tr—a T —1 se x < 0.
Portanto
i f(z) — f(0) e Tim flz) = f(0) _ q
r—0+ x—0 r—0— x—0

f(z)—f(0)
xz—0

Seque que lim, o, nao existe e a fungao f(x) = |x| nao €

derivavel na origem.

O exemplo (2) mostra que a implicagao f continua em a = f de-
rivavel em a é falsa.
A reciproca, entretanto é verdadeira.

Proposicao 1.4. Se f ¢ derivavel em a, entao f € continua nesse
ponto.

Dem.
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Observacao 1.5. Nao ¢ dificil construir exemplos de funcoes continuas
em todos os pontos de um intervalo mas tenham um niumero in-
finito enumerdvel de descontinuidades. E possivel também con-
struir exemplos de funcoes continuas num intervalo que nao sejam
derivaveis em nenhum ponto do intervalo, mas a construcao é bem
mais complicada.

Proposigao 1.6. (Propriedades algébricas) Sejam f, g fungdes de-
rivavers no ponto a € R. Entao temos:

(1) f+ g € derivdvel em a e (f + g)'(a) = f'(a)+ ¢'(a).

(2) Se k € R é uma constante, entao kf ¢é derivivel em a e
(kf)(a) = kf'(a).

(3) f-g € derivdvel emae(f 9)(a) = f'(a)-g(a)+ f(a)- ’( )

(4) Se g(a) # 0, entao € derivdvel em a e g’(a) = f,(a)g(?( )

2(a
1N —g(a)
)(a’)_ gQ(a) .

(5) Se g(a) # 0, entao ; € derivdvel em a e (

Q |~

Dem. A prova segue das propriedades dos limites e manipulacoes
algébricas.
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[]

Exemplo 1.7. Ndo dificil mostrar que as funcoes f(x) =k, k €
R e f(z) = x sdo deriviveis em todo ponto. Das propriedades
algébricas, seque entao que qualquer fungao polinomial p(x) € de-
rivavel e qualquer funcao ractonal % ¢ derivavel em todo ponto

a, no qual g nao se anule.

2. DIFERENCIABILIDADE E A REGRA DA CADEIA

Queremos agora mostrar que a composta de funcoes derivaveis ¢é de-
rivavel. Para isto, € 1til definir um conceito ligeiramente diferente de

derivabilidade.

Definicao 2.1. Seja A C R, a € A um ponto de acumulacao de
Aef:A—=R, uma funcao. Diremos que f € diferencidvel no
ponto a se existir uma constante d € R tal que, sea+h € A

fla+h)= fla)+d-h+rh),
r(h)

com limy,_,o =~ = 0.

Proposicao 2.2. A funcao f: A — R € deriwdvel no ponto a € A
se e somente se ela for diferenciavel no ponto a e, messe caso,
teremos

fla+h) = f(a)+ fi(a)h +r(h),
r(h)

com limy_,o =~ = 0.

Dem.
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[]

Observacao 2.3. A condicdao de diferenciabilidade também pode
ser escrita na forma:

fla+h) = f(a)+ fia)h+u(h) - h,

com limy,_,ou(h) = 0. Basta, para isto, definir

r(h)
w(h) =4 F se h # 0.
0, se h =0.

Proposigao 2.4. (A regra de cadeia) Sejam f - A —- R, g: B — R
tais que f(A) C B e f(a) =b. Se f € diferencidvel no ponto a e g
¢ diferencidvel no ponto b, entao go f : A — R € diferencidavel no
ponto a e

(go f)(a)=g'(b)- f'(a) = g'(f(a))- f'(a).

Dem.
Temos
fla+h) = f(a)+f'(a)-h+u(h)-h, g(b+k) = g(b)+g'(b)-k+v(k)-k.
com limy,_,gu(h) = limy_,ov(k) = 0.
Dado um acréscimo h € R, seja k = f(a + h) — f(a) = f'(a)h +
u(h) - h.

Entao temos:
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go fla+h)=g(fla+h))
= g(f(a)) +g'(f(a)) - (f(a+h) = fla)) +v(k) -k
=g(f(a)) +g'(f(a))- (f'(a)) - h+u(h)h) +v(k) -k
=go fla)+ 4 (f(a))- f'(a)-h+d(f(a))u(h)h

E como z(h) = ¢'(f(a))u(h) + v(k) - f'(a) + u(h) — 0 quando

h — 0. segue o resultado. [l
Exemplo 2.5.

Sabemos que a funcdo g(y) = y" € diferencidvel em R. Se f(x)
¢ diferenciadvel em a entao f"(x) := (f(x))" € derivdvel em x e

(f") (@) =nfr=Hz) - f'(x).
3. DERIVADA DA FUNCAO INVERSA

Suponhamos que f : A — B é derivavel no ponto a € A e tem
uma inversa g : B — A. Se soubermos que no ponto b = f(a) entao
termos g(f(x)) = z e, da regra da cadeira segue que g(f(x)) = x =

g'(f(a)) - f'(a) =1, ouscja

Dessa férmula, decorre que uma condicao necessaria para que a funcao
inversa g seja derivavel no ponto b = f(a) é que f’(a) # 0. O resultado
seguinte mostra que isto mais a continuidade de g ¢ também suficiente.



8 DERIVADAS - INTRODUCAO E PRIMEIRAS PROPRIEDADES

Proposicao 3.1. Suponhamos que f : A — B € diferencidvel
no ponto a € A e tem uma tnversa g - B — A, contih nua em
b= f(a). Entao, se f'(a) # 0, entdo g € diferencidvel no ponto b e

) 1 1
g(b) = = :
V= Fa) ~ Fla)
Dem.
Para um acréscimo k£ € R, escrevemos
1
gb+k)=g(b) + k4 r(k).
(b+K) = 9(8) + s -k ()
Precisamos mostrar entao que
k)
w0

Seja h € R talque f(a+ h) = f(a) + k. Temos entao:

k) = g(b+ k) = 6(0) = Frs - b
1
=a+h—a-— f/(a)-(f(aJrh)—f(a))
 flath) — fa)
f'(a)

Portanto, como k = f(a+ h) — f(a), obtemos

r(k) B h B 1
ko fla+h) = fla) fla).

E, finalmente , como h — 0, quando k& — 0, segue que
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lim@:hm h ! = ! — ! = (.

k50 koo fla+h)— f(a)  fa)  fla)  fa)

Observacao 3.2. O resultado pode também ser provado,mais sim-
plesmente, observando que

b+ k)— g(b 1 1
limg( k) —9(0) = lim

k0 k 0 Lt h=1la] — fi(q)

Optamos pela demonstracao, usando a diferenciabilidade, que pode
ser facilmente generalizada para varias vartdveis.

Exemplos 3.3.
(1) Usando o ‘ primeiro limite fundamental’ :
senx

lim =1,
z—0 I

nao € dificil mostrar que

d
— Senx = Cos Z.

dx

Da identidade trigonométrica: sen’x + cos>xz = 1, obtemos

d
— COST = —Senc.
dx

Sendo a funcao senx estritamente crescente no intervalo | -7, 7,
definimos a fung¢dao inversa arcsen(x) :] — 1,1[— R.
Segue da proposicao (3.1 que, se y = senx,x €] — /2, 7/2[:

1 1 1

/ _ = — '
arcsen (y) - sen’(x) cos(arcseny) 1 —y?

(2) Usando o ‘sequndo limite fundamental’ :
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et —1
lim =
r—0 s

1

Y

podemos mostrar que

d xr s
% e =c.
Sendo a fungdo e* estritamente crescente no intervalo |—oo, +00],
definimos a funcdo inversa log(x) :]0, +oo[— R.
Seque da proposicao que, se y =e*, x € R,
1 1 1 1

log,(y> - 6/(33') — g =

610829 o y
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