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Fila M/M/1/N

Seja ρ = λ
µ . Mostre que

Pn = ρn 1− ρ
1− ρN+1 , n = 0, 1, . . . ,N

Percentual de utilização do servidor:

U = 1− P0 = ρ
1− ρ

1− ρN+1

Probabilidade de Bloqueio:

PB = PN = ρN 1− ρ
1− ρN+1
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Exemplo - Fila M/M/1/N
Determine o menor N em uma fila M/M/1/N de modo que não mais que
10% de chegadas sejam bloqueadas. Considere λ = 1 por minuto, taxa de
processamento µ com custo Cµ. Custo de espaço na fila é 80. Logo
desejamos minimizar

min Cµ + 80N.

Considere 3 casos:
1 µ1 = 0, 5 por min com Cµ1 = 100
2 µ2 = 1, 2 por min com Cµ2 = 300
3 µ3 = 2 por min com Cµ3 = 500
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Fila M/M/s

Suponha que λ
sµ < 1. Mostre que

WQ =
P(X ≥ s)
sµ− λ

LQ = λWQ

W = WQ +
1
λ

L = λ(WQ +
1
µ
)
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Fila M/M/s

Defina ρ = λ
sµ .

P(X ≥ s) = P0

( 1
1− ρ

)(λ
µ

)s( 1
s!

)
P0 =

1∑s−1
n=0

(
(λ
µ
)n

n!

)
+

(λ
µ
)s

s!(1−ρ)

()PTC-3440 Modelos Probabilísticos 13 / 42



Fila M/M/s
Obtenha WQ , W , LQ , L para o caso

s = 2,
1
λ
= 10 mins,

1
µ
= 15 mins.
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Processos de Nascimento e Morte
Seja {X (t)} um modelo exponencial tal que X (t) = número de pessoas em
sistema no instante t. Temos que quando X (t) = n:
a) Novas chegadas ocorrem de acordo com tempo exponencial com

parâmetro λn.
b) Pessoas deixam o sistema de acordo com um tempo exponencial com

parâmetro µn.
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Exemplos:
1) Processos de Poisson

µn = 0, λn = λ, n = 0, 1, 2, . . .

2) Processos de Nascimento com taxa de nascimento linear

µn = 0, λn = nλ, n = 0, 1, 2, . . .
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Exemplos:
3) Fila M/M/1

µn = µ, n = 1, 2, . . . ,
λn = λ, n = 0, 1, 2, . . .

4) Fila M/M/1/N

µn = µ, n = 1, 2, . . . ,
λn = λ, n = 0, 1, 2, . . . ,N − 1,
λn = 0, n = N,N + 1, . . .
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Exemplos:
5) Fila M/M/s (fila com s servidores)

µn = nµ, n = 1, 2, . . . , s
µn = sµ, n = s, s + 1, . . .
λn = λ, n = 0, 1, 2, . . .
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Exemplos:
6) Modelo de Crescimento Linear

µn = nµ, n = 1, 2, . . .
λn = nλ, n = 0, 1, 2, . . .
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Exemplos:
7) Modelo de Crescimento com Imigração

µn = nµ, n = 1, 2, . . .
λn = θ + nλ, n = 0, 1, 2, . . .
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Exemplos:
8) Modelo de Imigração/Emigração

µn = nµ, n = 1, 2, . . .
λn = λ, n = 0, 1, 2, . . .
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Equações de Balanço
Sai = Entra

λ0P0 = µ1P1

(λn + µn) = λn−1Pn−1 + µn+1Pn+1, n = 1, 2, . . .
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Equações de Balanço
Segue que

λnPn = µn+1Pn+1, n = 0, 1, 2, . . .
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Equações de Balanço
Condição de Equilíbrio:

∞∑
j=1

(λj−1 . . . λ0

µj . . . µ1

)
<∞

Solução:

Pn =
(λn−1 . . . λ0

µn . . . µ1

) 1∑∞
j=1

(
λj−1...λ0
µj ...µ1

)
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Exemplos
Teste do Raio: Considere an > 0. Se limn→∞

an+1
an

< 1 então∑∞
i=0 an <∞.

1 Modelo 5: Equilíbrio se λ
sµ < 1

2 Modelo 7: Equilíbrio se λ
µ < 1.
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Exemplos
M máquinas funcionam em paralelo, com 1 oficina de reparo. Cada
máquina funciona antes de quebrar por um período de tempo com
distribuição exponencial e taxa λ > 0. Um reparo leva um período de
tempo exponencial com taxa µ > 0.

1 Em média quantas máquinas não estão em uso? Resposta:

L =
M∑

n=1

n
( M!

(M−n)!

(
λ
µ

)n

1+
∑M

j=1

(
λ
µ

)j(
M!

(M−j)!

))

2 Qual é a proporção de tempo que cada máquina fica em uso?
Resposta: 1

M

(
µ
λ

)
(1− P0)
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Exemplos
Considere M = 5. Compare os casos:

1 λ = µ

2 λ
µ = 1

2
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