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Modelos Exponenciais
Modelos exponenciais podem ser caracterizados da seguinte maneira:
a) São especificados, em qualquer instante t, pela variável de estado

X (t) = i , i ∈ {1, 2, . . . ,N}.
b) Transições entre estados ocorrem segundo uma variável exponencial

com parâmetro λi quando X (t) = i
Exemplos:

1) Processos de Poisson
2) Processos de Nascimento e Morte
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Sistemas de Fila Exponencial com 1 Servidor - M/M/1
Chegadas em uma ocorrem de acordo com 1 processo de Poisson com taxa
de chegada λ > 0. O tempo de atendimento para cada cliente ocorre
segundo uma variável exponencial com média 1

µ . Os tempos entre
chegadas e de atendimento são todas variáveis aleatórias independentes.
Queremos calcular os seguintes parâmetros:
a) L - número médio de clientes no sistema.
b) LQ - número médio de clientes no sistema.
c) W - tempo médio de espera do cliente no sistema.
d) WQ - tempo médio de espera do cliente na fila.
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Fila M/M/1
Definimos:
a) X (t) - número de clientes no sistema no instante t.
b) X (t) ∈ {0, 1, 2, . . .}.
c) Pn(t) = P(X (t) = n) - probabilidade de se ter n clientes no sistema

no instante t.
d) Pn = limt→∞ Pn(t) (vai existir quando a condição de equilíbrio for

satisfeita).
e) Pn - também representa a proporção do tempo que o sistema fica no

estado n.
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Fila M/M/1
Temos que
a) L =

∑∞
n=0 nPn

b) L =
∑∞

n=1(n − 1)Pn (n clientes no sistema → (n − 1) clientes na fila)
c) W =

∑∞
n=0

n+1
µ Pn

d) WQ =
∑∞

n=0
n
µPn
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Fila M/M/1
Cálculo de Pn pelas equações de balanço:

taxa de saída do estado n = taxa de entrada no estado n

1 n = 0: λP0 = µP1

2 n ≥ 1: (λ+ µ)Pn = λPn−1 + µPn+1
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Fila M/M/1
Condição de Equilíbrio:

λ

µ
< 1

Solução: para n = 0, 1, 2, . . .

Pn =
(
1− λ

µ

)(λ
µ

)n
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Fila M/M/1
Cálculo de L, LQ , W , WQ :

L =
λ

µ− λ

LQ =
λ2

µ(µ− λ)

W =
1

µ− λ
(note que L = λW )

WQ =
λ

µ(µ− λ)
(note que LQ = λWQ)
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Fila M/M/1 - Exemplo
Calcule L, LQ , W , WQ para o caso

λ =
1
12

por minuto, µ =
1
8
por minuto

O que acontece se temos um aumento de 20% na taxa de chegada λ?
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Fila M/M/1 - Exemplo
Pacientes chegam a um pronto socorro de acordo com um processo de
Poisson com média de 1

λ = 12 minutos. Qual deve ser o tempo médio de
atendimento 1

µ para que o tempo médio de espera na fila seja de 10
minutos?
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Fila M/M/1 - Exemplo
O gerente de um mercado pode contratar Maria ou Alice. Maria, que
presta serviço a uma taxa exponencial de 20 clientes por hora, pode ser
contratada a uma taxa de 3 dólares por hora. Alice, que presta serviço a
uma taxa exponencial de 30 clientes por hora, pode ser contratada a uma
taxa de C dólares por hora. O gerente estima que, em média, o tempo de
cada cliente vale 1 dólar por hora e deve ser contabilizado no modelo.
Suponha que os clientes cheguem a uma taxa de Poisson de 10 por hora.
(a) Qual é o custo médio por hora se Maria for contratada? E se Alice for

contratada?
(b) Para que valor de C os custos médios por hora da Maria e da Alice

seriam iguais?
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Fila M/M/1/N
Consideramos no modelo anterior que não havia limite no número de
clientes que poderiam entrar no sistema em qualquer instante de tempo t.
Entretanto, em modelos reais, existiria uma capacidade máxima de N
clientes no sistema, isto é, não poderia haver mais do que N clientes no
sistema. Se um novo cliente chegar e encontrar N pessoas no sistema,
então este cliente não entra e é perdido.
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Fila M/M/1/N

taxa de saída do estado n = taxa de entrada no estado n

1 n = 0: λP0 = µP1

2 n ≥ 1: (λ+ µ)Pn = λPn−1 + µPn+1

3 n = N: µPN = λPN−1
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Fila M/M/1/N
Solução para λ 6= µ:

Pn =

(
λ
µ

)n(
1− λ

µ

)
1−

(
λ
µ

)N+1
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Fila M/M/1/N
Solução para λ 6= µ:

L =
N∑

n=0

nPn =
(1− λ

µ)

1−
(
λ
µ

)N+1

N∑
n=0

n
(λ
µ

)n

=
λ(1+ N(λµ)

N+1 − (N + 1)(λµ)
N)

(µ− λ)(1− (λµ)
N+1)
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Fila M/M/1/N
Solução para λ 6= µ:

W =
N−1∑
n=0

(n + 1)Pn

µ(1− PN)
=

L− (N + 1)PN + 1
µ(1− PN)

No cálculo acima não incluímos o tempo zero dos clientes que encontram o
sistema lotado e vão embora imediatamente.
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A Relação L = λaW e LQ = λaWQ

Vimos no modelo M/M/1 que vale a relação

L = λW , LQ = λWQ

isto é, o número médio de clientes no sistema é igual à taxa média de
chegada multiplicado pelo tempo médio de espera no sistema e,
similarmente, o número médio de clientes na fila é igual à taxa média de
chegada multiplicado pelo tempo médio de espera na fila. Nesse caso
λa = λ.
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A Relação L = λaW e LQ = λaWQ

Definindo λa como sendo a taxa média de chegada, temos que a seguinte
equação geral é válida para modelos de filas:

L = λaW , LQ = λaWQ
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A Relação L = λaW e LQ = λaWQ

Mostre que no modelo M/M/1/N temos que

L = λaW

onde
λa = λ(1− PN).
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Chegadas em Bateladas de K
Considere um modelo de filas com 1 servidor tal que chegadas ocorrem de
acordo com um Processo de Poisson com taxa λ > 0 mas que, cada
chegada, corresponde a K clientes. Mostre que a condição de equilíbrio é
λK
µ < 1 e

W =
K + 1

2(µ− λK )

L = λKW =
λK (K + 1)
2(µ− λK )

WQ = W − 1
µ
=

K + 1
2(µ− λK )

− 1
µ

LQ = λKWQ =
λK (K + 1)
2(µ− λK )

− λK
µ
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Chegadas em Bateladas de K
Calcule W , L, WQ , LQ para o caso

K = 2,
1
λ
= 10 minutos ,

1
µ
= 4 minutos .
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