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MODELOS EXPONENCIAIS
Modelos exponenciais podem ser caracterizados da seguinte maneira:
A) S3o especificados, em qualquer instante t, pela variavel de estado
X(t)=iie{l2... .M, o 1olt,.-,¥3
B) Transicdes entre estados ocorrem segundo uma variavel exponencial
com pardmetro \; quando X(t) =i

Exemplos: PRI .

)
1) Processos de Poisson @ (9/"@ -- -

2) Processos de Nascimento e Morte
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SISTEMAS DE FILA EXPONENCIAL COM 1 SERVIDOR - M/M /1
Chegadas em uma ocorrem de acordo com 1 processo de Poisson com taxa
de chegada A > 0. O tempo de atendimento para cada cliente ocorre
segundo uma variavel exponencial com média 1. Os tempos entre
chegadas e de atendimento s3o todas variaveis aleatérias independentes.
Queremos calcular os seguintes parametros:
A) L - nimero médio de clientes no sistema. gz
Lg - nimero médio de clientes no-sissema.

B

)
¢) W - tempo médio de espera do cliente no sistema.
)

D) W - tempo médio de espera do cliente na fila.
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FiLa M/M/1

Definimos:

A) X(t) - namero de clientes no sistema no instante t.
B) X(t)€{0,1,2,...}.

C) Pp(t) = P(X(t) = n) - probabilidade de se ter n clientes no sistema
no instante t. =

Py = lim;_c0 Pn(t) (vai existir quando a condigdo de equilibri@
satisfeita).

E) P, - também representa a propor¢do do tempo que o sistema fica no
estado n.
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FiLa M/M/1
Temos que
N Lzzz‘;o e, &
B) L&. Y2 1(n—1)P, (n clientes no sistema — (n — 1) clientes na fila)
C) Zoo n—liL-IP ;—\—" —
D) Wo =370 7Pn

T = fope Gt ot Aulins (o o Clat
W)= E(m) =~ E(EL[x®) ) o

XE)+4
-y

PTC-3440 MoODELOS PROBABILISTICOS 6 / 48






W = s W) = 2(«4*4)%

Mo
Ta = W gonle e f.ﬁm
W&(b)z\’:kﬁ Mww\) = Z ’-“‘I € ()

topp . 5 =P
VJ&-— o

PTC-3440 MoODELOS PROBABILISTICOS 8 / 48



_ (<P = W+ 4
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FiLa M/M/1
Calculo de P, pelas equacdes de balanco:
p— e e ——

taxa de saida do estado n = taxa de entrada no estado n

Q@ n=0: \Py=pP; a”
© n>1 (A +p)Pn=APy_1+ puPni1

/xprAA,;;A»
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L = ngM = 2“(%)M(AW)V

M D n=p
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Condigdo de Equilibrio:

Solug¢do: paran=20,1,2,...
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Calculode L, Lo, W, Wg:

w—A
o2 97
u(p —A)
W:M—A (note que L = AW) g
WQz# (note que Lo = A\Wp) @
n(p — A)
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Calcule L, Lo, W, Wq para o caso
)\—lo'to —1o'to
= 7 Por minuto, 4 = = por minu
“)

O que acontece se temos um aumento de 20% na taxa de chegada \?
- ( -
) (o4 W e dg W M- 25 2
e fil
B Sats -SSPy
W= A .. 428
LA % Yaa,
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FiLa M/M/1 - EXEMPLO

Pacientes chegam a um pronto socorro de acordo com um processo de
Poisson com média de % = 12 minutos. Qual deve ser o tempo médio de
atendimento % para que o tempo médio de espera na fila seja de 10
minutos?

A = .L)owm WgtAQM
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FiLa M/M/1 - EXEMPLO

O gerente de um mercado pode contratar Maria ou Alice. Maria, que
presta servico a uma taxa exponencial de 20 clientes por hora, pode ser
contratada a uma taxa de 3 délares por hora. Alice, que presta servico a
uma taxa exponencial de 30 clientes por hora, pode ser contratada a uma
taxa de C délares por hora. O gerente estima que, em média, o tempo de
cada cliente vale 1 délar por hora e deve ser contabilizado no modelo.
Suponha que os clientes cheguem a uma taxa de Poisson de 10 por hora.

(A) Qual é o custo médio por hora se Maria for contratada? E se Alice for
contratada?

(B) Para que valor de C os custos médios por hora da Maria e da Alice
seriam iguais?
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Fia M/M/1{X)

Consideramos no modelo anterior que n3o havia limite no nimero de
clientes que poderiam entrar no sistema em qualquer instante de tempo t.
Entretanto, em modelos reais, existiria uma capacidade maxima de N
clientes no sistema, isto é, ndo poderia haver mais do que N clientes no
sistema. Se um novo cliente chegar e encontrar N pessoas no sistema,
ent3o este cliente ndo entra e é perdido.
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FiLa M/M/1/N
taxa de saida do estado n = taxa de entrada no estado n

Q@ n=0: \Py=uhPy &
Q@ n>1: (A4 pu)Pp=APn_1+ ptPny1
@ n=N: M'DN:APN—I
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Solugdo para A\ # u:
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Pp=————
1
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FiLa M/M/1/N
Solugdo para A # p:
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FiLa M/M/1/N
Solugdo para A\ # u:

N—-1
W =
n=0

(n+1)P, L—(N+1)Py+1
p(l—Py)  p(l—Pn)

No calculo acima n3o incluimos o tempo zero dos clientes que encontram o

sistema lotado e vio embora imediatamente.
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Brncied | Colede b, Vo, Vi, 1y fonns 8 car(S)

A RELAGAO L= W E Lg = \,Wy

Vimos no modelo M/M/1 que vale a relagdo
L=AW, Lg=AWq

isto €, o nimero médio de clientes no sistema é igual a taxa média de
chegada multiplicado pelo tempo médio de espera no sistema e,
similarmente, o nimero médio de clientes na fila é igual a taxa média de
chegada multiplicado pelo tempo médio de espera na fila. Nesse caso
Aa= A\
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Definindo A, como sendo a taxa média de chegada, temos que a seguinte
equacio geral é valida para modelos de filas:

L=XW, Lo=XWo
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Mostre que no modelo M/M/1/N temos que
L=AW
onde

Xa = A1 — Pp).
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CHEGADAS EM BATELADAS DE K

Considere um modelo de filas com 1 servidor tal que chegadas ocorrem de
acordo com um Processo de Poisson com taxa A > 0 mas que, cada
chegada, corresponde a K clientes. Mostre que a condi¢io de equilibrio é

AK
m <le

K+1
W=_-"°-_
2(p — AK)
AK(K +1)
L=AKW=2"""°J
2(n = AK)
1 K+1 1
Wo=W-—~-=_—T2 =2
@ po 2u—AK) p
LQ:)\KWQ:)\K(KJrl) MK

20u—AK)
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CHEGADAS EM BATELADAS DE K
Calcule W, L, Wq, Lg para o caso

K =2, l:10 minutos,1:4minutos.
A I
Codice b2 Eqplibod = N o 310 =L oaon
TR
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