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Objetivos dessa aula:

Aprender algumas das operacgdes basicas de matrizes: transposicao,

adicao, multiplicagcao por um escalar, produto e poténcia de matrizes.
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1. ADICAO

A soma de duas matrizes de mesma ordem A = (aij) eB = (bij) € uma matriz m x n,

n n

gue denotaremos A + B, cujos elementos sdao somas dos elementos correspondentes

de A e B, isto é:

A+B=[aij+b

ij]mxn

Exemplo 1. Calcule:

_ 1G% TREA i
) [}1 é 2]““[-44 01 —1612[4;2—4) ;+o 6+j(L—6)]:l(5) ; g]
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oy o+l 3

5 1
o) 11 [+ |-2| =
3/4 3

= [7 9]
11 32
6 6
9 - .5
3 3+12
e :

6
9

15
4
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Propriedades: Dadas as matrizes A, B e C de mesma ordem m X n, temos:

l A+B=B+A

. A+B+C=A+B+C

1. A+ 0=A, onde 0 denota a matriz nula m x n.

(comutativa)

(associatividade)

reavsr g7,
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2. MULTIPLICACAO POR ESCALAR

SejaA = (aij) e k um numero, entdo definimos uma nova matriz:

k-A=T[k a]

ij'mxn

Exemplo 2. Calcule:

a)3- [5 ) —2] [35 3( 1) %~ 2)] [15 —3 _]

2 10 [— —20]

D) —2 « 3 6
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4 0 2 4 U 3 2
c) 556 6 4|=4 3 L
10 12 -6 > 6 ~3

Propriedades: Dadas duas matrizes A e B de mesma ordem m x n € nUmeros k, k1 e k2,
temos:

. k-(A+ B)=kA + kB (distributiva)
. (k,+k) A=kA+kA (distributiva)
. 0-A=0, isto é, se multiplicarmos o nUmero zero por qualquer matriz A, teremos

a matriz nula.
V. k1 . (sz) = (klkz)A
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3. TRANSPOSICAO

Vimos da definicdo de matriz transposta que dada uma matrizA = = (al.j) , podemos

obter uma outra matriz A’ = (bl.j)nXm , cujas linhas sao as colunas de A, isto &, bl.j =a,.

Por exemplo:

2 1
2 0 -1
Az =0 3| = Ay = |
g 1 3 4

Propriedades: Dadas as matrizes A e B de mesma ordem m X n, temos:

l. (A" =A,isto é, a transposta da transposta de uma matriz é ela mesma.

Il. (A+B)=A"+B',em outras palavras, a transposta de uma soma ¢é igual a soma
das transpostas.

ll.  (kA)' =kA", onde k é qualquer escalar.
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1 1
Exemplo 3. Calcule as matrizes 24, ;B e (A + B), sendo dadas:

PR |

Solugdo: 24 = 2. [é %] a [10 14]

L 9=0 7

yarn =305 1+ D=zls wl=[7 7]
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2
Exemplo 4.5e A = [2 6],3 = [4 3 e C= [(2) 0], determine a matriz X em cada uma das equacdes:

a)2X+A=3B+C=2X=3B+C-A=X==.(3B+C—4)

5
1 1 O
x=-2—([162 3]*[(2) g]_[;. Z)z'z"[fz 32]=2 E\
2
b)X+A——(B C)=>X'--(B £)~ A=>X‘- LZ; ;.1;] [2 0]) @ Z

e R W S E
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4. MULTIPLICACAO DE MATRIZES

Sejam A = [aij]an eB= [bl.j]nxp . Definimos AB = [Cik]mx,) tal que
C= [Cik]mXp =a, b, ta, b, tayb,++a, b,

paratodoi € 1,2,..., metodok <& 1,2, ...,p.
Observacoes:
1. S6 podemos efetuar o produto de duas 2. Oelementoc, € obtido, multiplicando
matrizesA, e B, se onumero de colunas os elementos da i-ésima linha da primeira
da primeira for igual ao nimero de linhas matriz pelos elementos correspondentes
da segunda. Além disso, a matriz resultado da k-ésima coluna da segunda matriz, e

C = AB sera de ordem m x p. somando estes produtos.
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Exemplo 5. Calcule:

2 9 i 21+10 2.(-1)+14 2 2
ot 6 V- 4
3x2

4 2 ; 4] = 41420 4(-D)+24| =4 4
5 3 % |51+430 5.(-1)+34], I5 7
2 1

b) [1 _1] |4 2 = ndo é possivel.

% Yed g sl

1 0 1.0+ 0.3 1.6+ 0.8 1.1+ 0.(=2) 0 6 1
o) -2 3 .[O 6 1] o (=2).04+33 (-2).6+38 (-2).1+3.(-2) _|9 12 -8

5 4 3 8 =203 50+43 56+48 51+4.(-2) 12 62 -3

0 1 laxz 00+13 06+18 01+1.(-2) e kFE B =2
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Propriedades:

i) Em geral AB # BA (podendo mesmo um dos membros estar definido e o outro nao).

1 -1 1 1. 2 3
Exemplo 6. Sejam A=[—3 2 -1l e B=|2 4 6] . Calcule AB e BA.
-2 1 0 1 .2 3
1 -1 1 3 e 3 0 0 O
Solugdo:AB=|-3 2 -1/.|12 4 6|=|0 0 O
2 1 0 i A 0 0 O
1 2 '3 1 -1 1 -11 6 -1
BA=|2 4 6|.|1-3 2 -1|=|-22 12 -2
1 2 311-2 1 0 -11 6 -1
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e Note, ainda, que AB=0,sem que A=00u B=0.

e Desde que sejam possiveis as operacgdes, as seguintes propriedades sao validas:

i) A-I=IA=A (isto justifica o nome da matriz identidade).

i) A(B+C)=AB+AC (distributividade a esquerda da multiplicagdo, em relagdo a soma).
iv) (A+B)C=AC+ BC (distributividade a direita da multiplicacdo, em relacdo a soma).

v) (A'B)C=A-(B-C) (associatividade)

vi) (A'-B)=B"A’ (observe a ordem!)

viii) 0A=0eA:0=0
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Exemplo 7. Sejam A = [1 . _31] B= [—32

a A+

e _ﬂ]] =)

[201[1?4]

- 6
5w ) fa]-1
d} €D = ].2 -1] = [4 —2]
8 —4
9 DA=[2 -1.[; 2 3]=00 3 7
p DB=[2 -11[}7 J i]=07 0 1]

o A==l 3 S=L 3 7]
n -D=-[2 -1]=[-2 1]

,
ez
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—-1] .
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Calcule:
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5. POTENCIA DE MATRIZES

Definimos a poténcia de expoente 7 (ou a n-ésima poténcia) de uma matriz quadrada

A como sendo o produto A X A X ... X A, onde ha n fatores iguais a A. Denotamos:

A"=AXxAX .. XA

Exemplo 8. Dada A.—.[; _?],temos:
5 a5 —a 13 —24
? A . —
A_AXA_[3 1”3 1]_[18 —11] ¢

13 2475 -4]_[-7 —76
3__ A2 _ _
il XA_[IS —11”3 1}—[57 —83]
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Exemplo 9. Acheyx, y, zewse [JZC 3‘: : g il =[(1) (])J

( 2x+3y=1 (I)
4
songtaf IR Hot ] 0= ===ty )
z wi'l3 4l 1o 1 22+3W=0=>zz:_3w=>z=—§w (I11)
! 3z+4w =1 (IV)

Substituindo (II) em (I), obtemos: 2. (—%y) +3y=1= —gy +3y=1= %y =]1=y=3
De (I):x = —=.3 = —4

Substituindo (III) em (IV), obtemos: 3. (—%w) +4w =1= —gw +4dw =1= _71w =1=%—-Ww=
2=>w=-2

De (Il):z = —>.(-2) = 3






