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Nesta aula, iremos introduzir o conceito de limite de funcao.
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Serao trabalhados os seguintes topicos nesta aula:

1. O conceito de limite estudado de uma forma intuitiva.

O conceito de limite estudado formalmente.

Exemplos numeéricos.

O conceito de limite lateral estudado de uma forma intuitiva

O conceito de limite lateral estudado formalmente.

2

Exemplos numeéricos.
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Apresentacao
No ultimo topico foi feito uma introdugao sobre o comportamento de funcgdes reais,
foi estudado como as fungdes reais se comportam “globalmente”.
Neste topico daremos continuidade sobre o que foi estudado anteriormente,

porém, de um ponto de vista “local”, ou seja, “perto” de um ponto.
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Inicialmente apresentaremos a idéia intuitiva de Ilimite, estudando o
comportamento de uma funcédo y = f(x) nas proximidades de um ponto que nao

pertence, necessariamente, ao seu dominio’.

1. O dominio de uma fungdo é o conjunto de todos os x € R que satisfazem a definigcao de
flincaon
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A funcao de producao P(x) de um certo bem em relagao a quantidade

de matéria prima, em quilogramas, € dada por:

P(z) = £

Determine e interprete a produgao quando se tem 2 quilogramas de
matéria prima.
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Por exemplo, seja a seguinte funcgao:
2x2—x—-1 (2x+1(x=1)
J(x) = =

x—1 x—1

Observe que esta fungao tem dominio o conjunto dos numeros reais
exceto o numero 1. Simbolicamente

Dom(f) =R = {1}
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Como a funcéo anterior tem restricbes no ponto x=1, faremos uma abordagem
“proxima ao ponto”, ou seja, quando x<1 e x>1. Podemos simplificar a funcao

anterior e reescrevé-la da seguinte forma:

f(x)=2x+1

quando x diferente 1.
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2x2— x—=1

x— 1

=2x+ 1

A igualdade so ¢ valida nos pontos em que x € diferente de 1.
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Apresentaremos duas tabelas em que colocamos pontos x<1 e x>1 e
suas respectivas imagens:

x<1 f(x)=2x+1 x>1 f(x)=2x+1
0 1 2 5
0,5 2 1,7 4,4
0,7 2,4 1,5 4
0,8 2,6 1,2 3,4
0,9 2,8 1,0 3,18
0,99 2,98 1,009 3,018
0,999 2,998 1,0009 3,0018
0,9999 2,9998 1,00009 3,00018
0,99999 2,99998 1,000009 3,000018
0,999999 2,999998 1,0000009 3,0000018
0,9999999 2,9999998 1,000000009 3,000000018
0,99999999 2,99999998 1,0000000009 3,0000000018
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Conclusao sobre a tabela:

A funcao f se aproxima de 3 quando x tende para 1, ou seja, f (x) fica
arbitrariamente proximo de 3 para x suficientemente proximo de 1.
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Faca vocé mesmo

Construa uma planilha e observe o comportamento da funcao:

3
f(x) =

x—1

Quando x se aproxima de x=1 (porém, x diferente de 1).

« Use as propriedades de fatoracao e estude a funcao quando x se
aproxima de 1.

Planilha gabarito:

https://docs.google.com/spreadsheets/d/1Ud8xw3eCaocwx15Mvb
UE36FTeesJHNpllegxP2TakD4/edit?usp=sharing
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A ideia intuitiva sobre limite.

Uma funcao f tem limite L quando x tende para a quando f (x) fica
arbitrariamente proximo de L para x suficientemente proximo de b .
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A ideia geométrica sobre limite.

L+e

>
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Definicao formal de limite

Definicao: Sejam f: A— R uma funcdo e b € R tais que para todo
intervalo aberto |, contendo b, tem-se I\ (A-{b}) # 2. O numeroreal L é
o limite de f(x) quando x aproxima-se de b quando:

Ve>0,3d() > 0;0<|x—bl<d = |f(x) —L| <c¢
Notacao para limite

lim f(x) = L

z—b



, -
NIVELAMENTO DE MATEMATICA Profe. Felipe Rocha Felix () FEAUSP
Aula 1 - Introdugao ao limite - R

Propriedade “simplifica”:

Se as fungdes f(x) e g(x) sdo tais que f(x) = g(x) exceto num ponto b, entio:

lim f(x) = lim g(x),

r—b r—b

Desde que um dos limites exista.



, -
NIVELAMENTO DE MATEMATICA Profe. Felipe Rocha Felix () FEAUSP
Aula 1 - Introdugao ao limite - R

Propriedades importantes:

Unicidade

do limite: 5S¢ lim f(x) = Ly e lim f(x) = Ly; (Ly, Ly € R), entiio
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Exemplo:
Considere as funcoes:

2x% — x — I (2x+D(x—-1)

x—1 x—1

J(x) =

g(x) =2x+1

O limite de f(x) e de g(x), quando x se aproxima de 1 (porém, diferente
de 1) é igual a 3.
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Mais propriedades importantes:
Se lim f(z)e lim g(x) existem, entao para todos a, 8 € R :
r—a r—a

1. lim [a flz)+ g(;r)] = a lim f(z)+ B8 lim g(x).

Ir—ra r—a Ir—ra

2. lim [f(J:)g(:lr)] = [lim f(.r)] [lim g(:z:)].

Ir—ra r—ra r—a

A lim f(x)
. f(x) T—a .
3. lir = ,se 1 0.
zsa g(x) lim g(x) S 9(z) #
Ir—ra

4. lim [f(;r)]n = [lim f(;r)]", sen € N.

r—ra r—a
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Mais propriedades importantes:
Se lim f(z)e lim g(x) existem, entao para todos a, § € R :

r—a r—a

5. luu V I ;1/11111 f(z), se lun f(x) = 0 e n é qualquer natural, ou lim f(x) positivo,

r—a
negatwo ou nulo enéum natural mzpar

6. lim In [f( )] = ln[ lim f(x )] se lim f(z) > 0.

Tr—ra r—a r—ra

7. Se lim h(x) = lim g(z) = Leexiste § > 0 tal que h(z) < f(z) < g(z), para 0 < |x — a| < 4,

r—a r—ra

entdo lim f(x) = L.

r—a
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Consequéncia das propriedades anteriores:
(a) Se P(x) é uma fungao polinomial, entao:

lim P(z) = P(a).

Ir—a

P(x)

(b) Se f(x) = ——= é uma funcao racional e a € Dom( f), entao:

Q(z)
lim f(zx) = f(a).

Ir—a
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Faremos agora alguns exemplos numéricos para melhorar a

compreensao da teoria:
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Exemplos:

1. im z® + 22 + 3

T—2
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2
9. lim =
z—2 p4 — 9
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3
— 2
3. lim v !

r—3 T — 3
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. Vx+5—3
4. lim

r—4 r — 4
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Yo —1
5.lim\/5

r—1 \5/5_]_
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Voltando ao problema da fungao P(x) apresentada no inicio da aula.

P(z) = £=;
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Limites laterais:

Profé. Felipe Rocha Felix

x>1 f(x)=2x+1
2 5
1,7 4,4
1,5 4
1,2 3,4
1,0 3,18
1,009 3,018
1,0009 3,0018
1,00009 3,00018
1,000009 3,000018
1,0000009 3,0000018

1,000000009
1,0000000009

3,000000018
3,0000000018

= v
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Limites laterais:

A+
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Limites laterais:

Profé. Felipe Rocha Felix

X<1 f(x)=2x+1
0 1
0,5 2
0,7 2,4
0,8 2,6
0,9 2,8
0,99 2,98
0,999 2,998
0,9999 2,9998
0,99999 2,99998
0,999999 2,999998
0,9999999 2,9999998
0,99999999 2,99999998

= v
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Limites laterais:
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Ideia intuitiva de limites laterais

1. Seja f uma funcéo definida em (a,b), onde a < b . Dizemos que a fungao f tem limite
lateral a direita L em a , se f estabiliza em L quando x fica préximo de x = a no intervalo
(a,b).

2. Seja f uma funcado definida em (c,a), onde ¢ < a . Dizemos que a funcéo f tem limite
lateral a esquerda L em a , se f estabiliza em L . quando x fica préximo de x = a no

intervalo (c,a).
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Definicao formal de limite lateral

1. Sejaa € R tal que existem b € Re (a,b) C Dom( f). O niimero real L é o limite a direitade f(x),
quando x se aproxima de a pela direita se para todo € > (), existe 6 > 0 tal que |f(x) — L| < ¢, se
a < x < a + 0. Notagdo:

lim f(z)=1L

r—at

2. Seja a € R tal que existem ¢ € R e (c,a) C Dom(f). O niimero real L é o limite a esquerda
de f(x), quando x se aproxima de a pela esquerda se para todo = > 0, existe 6 > 0 tal que
|f(z) — L| <& ,sea—4d < x < a. Notagido:

lim f(z)=L

r—a—
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Exempilo: 241 s 2<2
flz) = 2 se r=2
249 se T>2

Calcule os limites laterais quando x se aproxima 2 (pela direita e pela
esquerda).
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Grafico de f, perto de 2.
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Mais exemplos:

f(z) = ol

3r se

£ i |
e

-
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