SERIES INFINITAS

1. SERIES DE TERMOS POSITIVOS

Para obter condigoes suficientes para a convergencia, ¢ conveniente
comecar com séries de termos positivos.

Definicao 1.1. Diremos que a série Y a, € de termos positivos se
a, > 0, para todo n € N.

Proposicao 1.2. Uma série > _ a, de termos positivos é conver-
gente se e somente se suas somas parciais S, = Y . a" formam
uma sequéncia limitada.

Proposicao 1.3. (Critério da Comparacao) Sejam > a, e Y by,
séries de termos positivos tais que a, < b, Yn € N. Entao, se
> b, € convergente Y a, também € convergente.

Observacao 1.4. Como jd observamos no caso de sequéncias, as
hipoteses nesses e outros resultados para séries so precisam Ser
verificadas para n > ngy onde nyg € um numero natural qualquer.
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Exemplos 1.5. Consideremos a série harmonica generalizada )
sendo s € R qualquer.

e Ses <1 a série diverge por comparacao com a sérei harmonica
1
2 1 1 1
e Ses>2 entao - <5< —~—VneN,n>2.
) n n (n—1)n )
Portanto a série harmonica generalizada converge neste caso.
e O caso 1l < s < 2 é mais delicado. Vamos mostrar con-

vergéncia nesse caso. Para isto, em vista a proposi¢ao (1.5,
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basta encontar uma subsequéncia das somas parciais S, lim-
itada. Temos

Sonti —1+(i+i)+<i+l+i+i)+...
2 or ' 3r g5 e T
1 1 2 4 2"
+((2n>r+"'+(2n+1_1)r)<1—|———|———|—"'—|——|——

2T 4T 27"”
(0. ¢} 2 n

O wvalor na ultima linha € a soma da série geométrica de razao
a = (%) < 1. Portanto, neste caso as somas parciais sao limitadas
e a série converge.

Concluimos, portanto, que a série harmonica generalizada ) #,
s € R converge se e somente se s > 1.

Uma consequencia simples, frequentemente utilizada do critério da
comparacao ¢ a seguinte:

Corolario 1.6. (Teste da compara¢do no limite) Sejam > a, e
> by, séries de termos positivos tais que existe o limite

) anp
lim — =r

n—oo b, ’

Entao temos:
e Ser =0 e > b, converge entao ) a, converge.
e Ser =+o00 e Y b, diverge entdo > a, diverge.
e Se 0 < r < 400 entao Y a, converge se e somente se »_ by,
converge.

[]
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Exemplo 1.7. A série Zn ] % converge por comparacao no

limite com a série Y >~ 3/2

Proposicao 1.8. (Teste da raiz) Seja > a, uma séries de termos
positivos tal que /a, < c < 1, para todo n suficientemente grande.
Entao a série converge.

[]

Corolario 1.9. (Teste da raiz no limite) Seja > a, uma séries de
termos positivos tal que existe lim,,_,~ /a, = a. Entao temos:

e Sea <1, a série converge,
e Sea > 1, a série diverge.

Exemplos 1.10.

(1) A série > 7, 217?4?1 converge pelo teste da raiz no limite.

(2) A série > >° n*a™ converge se 0 < a < 1 pelo teste da raiz
no limite e diverge se a > 1, pois o termo geral nao vai a

ZETO0.

n

(3) Para a série harménica generalizada >

el 5, temos lim,,_oo

1, para todo s. Isso mostra que o critério nada decide quando
o limite € igual a 1.

Observacao 1.11. No ulttmo caso, porém, se ocorrer que /a, >
1, para uma infinidade de valores de n, a série diverge, pois a, +

0.

Resultados similares podem ser obtidos tomando a razao entre termos
SUCESSIVOS.

Proposicao 1.12. (Teste da razdo) Seja > a, uma séries de ter-
mos positivos tal que GZ—;“ < ¢ < 1, para todo n suficientemente
grande. Entao a série converge.
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[]

Corolario 1.13. (Teste da razdo no limite) Seja Y a, uma séries
de termos positivos tal que existe lim,,_ Zzl = a. Entao temos:

e Sea <1, asérie converge,
e Sea > 1, a série diverge.

[]

Observacao 1.14. Uma observacao semelhante a observacao(1.11]
feita acima para o teste da raiz se aplica para o teste da razao.
Mais exatamente, se lim,_,oo 2L =1, mas "“ > 1, para n > ny,
ny € N a série dzverge POLS Ay 74> 0. Isto 0007“7“6 por exemplo, no

|
caso da série Y o0 M-

Exemplos 1.15. (1) Os exemplos |1.10) podem ser tratados us-
ando o teste da razao.

(2) Consideremos a série 1 + 2a + a® + -+ + 2a*"~1 + a*", para
a > 0. Entdo temos lim, .o "V2a2=1 = lim,,_,., ¥a2" = a
Portanto lim,_ /a, = a e a série converge para 0 < a <
1 e diwverge para a > 1, pelo critério da raiz. FEntretanto,
nao existe o lim,,_ agzl e, portanto o critério da razao nada
decide, neste caso.

No ultimo exemplo o teste da raiz no limite pode ser aplicado, mas o
teste da razao nao. Por outro lado, pode-se mostar que o teste da raiz
é sempre aplicavel, se o da razao o for.

Proposicao 1.16. Seja Y a, uma séries de termos posz’tivos tal
que Z“ < ¢, paran > ngy. Entdo, se d > ¢, temos a, < c, para
n suﬁczentemente grande.

Dem:
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