SERIES INFINITAS

1. INTRODUCAO

/

E conveniente comecar com um exemplo. Seja a um numero real
qualquer. Entdo, se a # 1 a n-ésima soma (soma dos n primeiros
termos) da sequéncia progressao geométrica (a,)nen, @, := a™ é dada
por:

2 n 1l —a"
S, =a+a" +---+a" =a——.
1—a
Se |a| < 1 entdo existe o limite
n
. : ; a
S = lim S, = lim a' =
n—00 n—00 4 1 —a
=1
e esCreveremos:
(0. @)
S = g a’
i=1

Agora se |a| > 1, ainda usamos a notagao » .-, a', para a “soma
infinita” @ + a®> + --- + @ + --- embora nao possamos atribuir um
valor definido a esta soma.

Mais geralmente, se (a,)nen € uma sequéncia numérica qualquer us-
aremos o simbolo Zil a; para indicar a ‘soma infinita’: a + as +
co++a,+--- ediremos que Y~ a; ¢ a série infinita gerada pela
sequéncia (a, )nen [}

Date: May 30, 2021.

1Se esta ‘defini¢ao’ lhe parece excessivamente informal, pode tomar como defini¢ao de série infinita a sequéncia
das somas parciais, definida abaixo.
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4 a; para Indicar o

Como ¢ usual, também usaremos o simbolo » .
limite: lim, .~ > ;. ; a;, quando este existir. Essa ambiguidade, porém,
nao deve causar confusao.

De fato, problema central no estudo das séries infinitas é determinar

se este limite existe.

Definigao 1.1. Dada a série infinita > .-, a;, sua n—ésima soma

parcial € definida por

Sn = ZCLZ'

1=1

Definigao 1.2. Dizemos que a série Y ., a; converge para S €
R, se existir o limite

S = lim S, = lim a;
n—oo n—o0
i=1
e escreveremos o

ZCLZ':S.

i=1
. /. (0.¢}
Dizemos que a série Y ,._, a; converge se ela converge para al-
gum numero real S. Caso contrdrio, dizemos que a série diverge.

~ ~ 00 00 00

Observacao 1.3. As notagoes: > ., Ez:no; Y ome1 Ony Yy €lc
também serdo usadas, para denotar uma série infinita (ou eu lim-
ite).

Exemplos 1.4.
(1) Consideremos a série: >~ a". Como indicado acima, se
a # 1, temos:

1
1 —a™
1=0

1—a’
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e Sela| <1,

1
lim S, = :
n—o0 1 —a

ou seja, a Série converge para ﬁ nesse caso.

e Sea>1, temos:

a"—1
lim S, = lim + 0.
n—oo n—,oo Q —
e a série diverge para +00.
e Sea < —1, temos:
lim Sy, = +00 e lim Sy, 1 = —00
n—0o0 n—0o0
e a série diverge.
e Sea=—1, temos Sy, = —1 e So,.1 = 0. Portanto

lim Sgn =0 e lim Sgn_H = 1.
n—00 n—00

e a série diverge.
Finalmente, se a = 1, temos:

S,=mn

Portanto

lim S,, = +o0.
n—0o0

e a série diverge para +00.
7 /. 7 . xXO n
Concluimos que a série geométrica Y ,-_,a" converge se e
somente se |a| < 1.
00 1

(2) Consideremos a série: Y~ eyl

Observando que ———— =+ — L obtemos S, = (1 —1/2) +

n(n+l)  n  n+l’

(1/2—=1/3)4+---+(1/n)—(1/n+1) =1—(1/n+1). Portanto
lim S, =1lm 1—(1/n+1)=1

n—o0 n—oo

e a série converge para 1.
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Exemplos como acima, nos quais a convergencia pode ser determinada
diretamente, sao raros e vamos precisar de resultados que auxiliem
nessa tarefa. O primeiro resultado importante é a seguinte condicao
necessaria para a convergencia de séries.

Teorema 1.5. Se a série > a, converge entdo lim, . a, = 0.

Dem:

Exemplo 1.6. A série geométrica: >~ a" diverge se |a| > 1.

Observagao 1.7. A reciproca do teorema é falsa. O contra-
exemplo cldssico ¢ a série harmodnica Z% que diverge para
+00.
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Observacao 1.8. Das propriedades para sequéncias numeéricas,
decorrem 1mediatamente propriedades andlogoas para séries infini-
tas. E'm particular, se > a, e > _ b, sdo séries convergentes, entao
as séries > an + b, € > ka,, também convergem, respectivamente
para a soma dos limites e produto do primeiro pela constante k,
respectivamente.
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