SERIES INFINITAS

1. CRITERIO DE CAUCHY E CONVERGENCIA ABSOLUTA

Consideremos agora séries em que os termos podem mudar de sinal.
O critério basico para a convergencia dessas séries é consequéncia
direta do critério de Cauchy para sequéncias

Definicao 1.1. Diremos que a série Zan satisfaz o critério de
Cauchy se e somente se suas somas parciais Sy, 22:1 a; formarem
uma sequéncia de Cauchy, ou seja:

Dado € > 0, existe ng € N de tal forma que se n > m > ng entao

n
1S — S| =] Z a;| < e.

1=m+1

Teorema 1.2. Uma série > a, € convergente se e somente se
satisfaz o critério de Cauchy.

Dem:
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Definicao 1.3. Dizemos que a série Y a,, converge absolutamente
(ou em valor absoluto) se a série Y |a,| converge.

Proposigao 1.4. Se a srie Y _ |a,| converge entio a série > a,
converge. Ou seja, toda série absolutamente convergente é conver-
gente.

Dem:

]

A proposicao [1.4] permite decidir sobre a convergencia de séries cujos

termos mudam de sinal usando os critérios estudados para as séries
positivas.

Exemplo 1.5. A série ) *4% converge. De fato temos |*%42 < =5

Portanto a série ) |*25"| converge pelo critério de comparagdo, ou

seja, a série dada cpmuverge absolutamente. portanto converge.

Observacao 1.6. Os testes de convergéncia estudados para séries
positivas podem ser enunciados diretamente para a CONVETgencia
absoluta de séries nao necessariamente positivas. Por exemplo, o
teste da raiz pode ser reenunciado assim:
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Seja > a, uma séries tal que /|a,| < ¢ < 1, para todo n su-
fictentemente grande. Entao a série converge converge absoluta-
mente (portanto converge).

Exemplos 1.7.

(1) A série > >° n*a" converge absolutamente se |a| < 1 pelo
teste da raiz no limite e diverge se |a| > 1, pois o termo geral
nao vai a zero.

(2) A série Zlefl—? converge absolutamente para todo v € R,
pelo critério da razdo no limite (aqui, € mais fdcil aplicar o
teste da razao).

2. CONVERGENCIA CONDICIONAL

Os critérios de convergencia vistos permitem decidir sobre a con-
vergencia absoluta de séries. Entretanto, quando a série nao converge
absolutamente, ainda pode ocorrer a convergencia.

Definicao 2.1. Dizemos que a série Y a, converge condicional-
mente se ocorrer que ela converge, mas a série dos modulos > |a,|
diverge (ou seja ela nao converge absolutamente).

Entre os casos para os quais podemos estabelecer a convergéncia
condicional temos o Critério de Leibniz para as séries alter-
nadas, isto é séries do tipo

Z(—l)”_lan, a, > 0.

Proposigao 2.2. Seja > (=1)""ta,, a, > 0. uma série alternada
tal que:
(1) (an)nen € uma sequéncia decrescente.
(2) limy, 00 @y, = 0.
Entao a série Y (—1)""ta, converge para um mimero real S.
Além disso, se S, = i (—=1)"ta; entdo |S — S,| < any1.
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Dem: Aprova ¢ feita em varios passos.
1) A sequéncia (Sy,11) das somas parciais impares ¢ decrescente.
De fato, temos, para todon € N, So,.1 — SS9, 1 = —ao, +aspi1 <0

2) A sequéncia (S9,) das somas parciais pares é crescente.

De fato, temos, para todo n € N,n > 1, Sy, — Sop—1) = az,-1 —
aop = 0.
3) Qualquer soma parcial impar é maior ou igual que qualquer soma
parcial par.

De fato, suponhamos Sy,1 < Sor. Se k < n, entdo pelo passo 2),
Sont1 < Sop < Sop, = Sopy1 — Aops1,, Uma contradicao.

Se n < k, entdao pelo passo 1), Sor > Sopi1 > Soks1 = Sok + Aopr1-

4) Seja St = limy, o0 Sap € S := lim,, oo So,11 (que existem pelos
passos anteriores).

Do passo 3), temos S7 < Sy. Por outro lado Sy —S1 < So,01— 1S9, =
A2n+1-

Como lim,, s+ a, = 0, Segue que S1 =5 e e S = lim,, .o S,,.

Finalmente, 0 < S — Sgn < Sgn_H — Szn = Uop+1 € 0 < Sgn_l — S <
Son—1 — Sop = Qap. ]

Exemplos 2.3. (1) A série Y2 ,(—1)"22 converge absolutamente.

nn
A série S (=1L converge condicionalmente.
n=2 n
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