O CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

1. REPRESENTACAO BINARIA

Vamos mostrar que todo numero real no intervalo I = [0, 1], pode
ser associado a uma sequéncia de (ay, as, as, -+ ,a, -+ ) de Og e 1y, de
tal forma que

M) DaBygplrc, BBy 0y
R RS o o o _ x RS RS o o o —_— —_—.
2 2 n =T = o on

para todo n € N.

Comecemos com n = 1. para isto, bisectamos o intervalo [0, 1], ou
seja escrevemos [0, 1] = [0, 3] U 5, 1.

Entéo se z € [0, 1| tomamos a; = 0 e, se z €]1, 1] tomamos a; = 1.
Para x = %, podemos escolher a; = 0, ou a; = 1. Para evitar esta
ambiguidade, vamos escolher a; = 0, neste caso.

Teremos entao, em qualquer caso

sendo a; = 0 ou a; = 1 conforme x esteja na primeiro ou segunda
metade do intervalo [0, 1].
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Agora, observemos que

U<r<9+5380<2-4<5;00<20z-9) <1

Portanto, y = 2(x — %) pertence novamente ao intervalo [0,1] e,
repetindo o argumento anterior teremos:

2 <y <2+ 4sendoay =0ouay=1e, portanto

a a a 1
+ <_1_|__2_|__

BB =<y
4 = 7 2 4 4

< n 1 o al

ZL’ _— JR— J— —_—
4 = 2 7 4 4 2

Procedendo dessa maneira, obteremos

(1)) apos n passos (a prova formal se faz por indugao).

A aplicacao

r€[0,1] = (ar,ag, -+ ,an, )
¢ injetiva (com a escolha feita quando x esta no ponto médio de algum
intervalo da forma [£, £,
Reciprocamente , para cada sequéncia de Os e 1s (a1, ag, -+ ,ap, - )

¢ a representacao bindria de um tinico nimero real x (Por que?).
Usando esta representacao podemos dar uma outra demonstracao
para a nao enumerabilidade de R.
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Teorema 1.1. O conjunto das sequéncias bindrias:
{(a,a9, -+ ,ap,--+) a; =0 ou a; =1}

€ nao enumeravel.

Dem: Usamos o famoso argumento diagonal de Cantor

[]

Corolario 1.2. O intervalo [0, 1] € nao enumerdvel. R € ndo enu-
meravel.

Esboco da demonstracao: Seja A o conjunto das representacoes
binarias e B o o conjunto das representacoes binarias quse nulas, isto é:
B :=UpenBre B, = {(a1,a2, -+ ,a,,0,0---) :a; =0 para i > n}.
Como B,, ¢ um conjunto finito segue que B é enumeravel e, do Teo-
rema 1.1, segue entdo que A\ B é um conjunto nao enumeravel.
Sendo x +— representacao binaria de x, bijetora de [0, 1] sobre A\ B
segue que o intervalo [0, 1] é ndo enumeravel. ]
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2. REPRESENTACAO DECIMAL

A representagdo decimal de um nimero real no intervalo [0, 1] ¢
analoga a representacao binaria, exceto que a divisao é feita em 10

subintervalos iguais e os a; podem ser 0,1,2,--- , 10.
Cada numero real no intervalo I = [0, 1], pode entao ser associado, a
uma sequeéncia d (ag, as, ag, -+ ,a,---) de tal forma que

ai a9 a, aq a9 an, 1
7) R R R R g S B
2) 10 102 10" —  — 10 102 10 10
A representagao ¢ unica, exceto quando x = m/10", para m,n € N,
quando podemos escolher uma de duas possiveis representacoes. Por

exemplo, se x = % entao r = 0.49999 - .. = 0.500000 - - - .

Exercicio 2.1. Mostre que, se (a1, az, -+ ,ap, -+ ) € uma sequéncia
de Os e 1y, entdao existe um unico x € [0,1], cuja representacao
bindria € a sequéncia dada.
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