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1. CINEMATICA DE CORPO RIGIDO

A Mecanica Newtoniana preocupava-se, em seus primardios, principalmente
com o0 movimento dos astros e dada a imensa discrepancia entre as dimensdes desses
corpos celestes e a distancia entre eles pareceu natural, pelo menos em uma primeira
aproximacdo, que se considerasse 0s astros como ““pontos materiais”, isso €, como
particulas pontuais sem dimensdo mas com uma massa bem definida e finita.

Na génese mesma da Mecanica surge portanto essa entidade abstrata — os
““pontos materiais” — e é evidéncia reconhecida do génio de Newton (1642-1727)
estender para os astros as mesmas leis estipuladas para 0 movimento dos corpos
terrestres e o contrario, dos astros para a Terra: talvez resida ai, em sua origem, a
vertente “cosmica” do pensamento da Fisica, da busca incessante pelo geral e
universal e um distanciamento proposital do particular e especifico. E nessa volta do
“cosmico” para o0 “mundano” Newton e seus seguidores trouxeram para n0SSOS
problemas mais cotidianos essa idéia de ‘““pontos materiais™, que perpassa todo
tratamento classico dado aos problemas usuais da Mecanica.

Mas as dimensdes dos corpos, justificadamente deixada de lado no movimento
dos astros — na “mdsica das esferas”, no dizer dos classicos — ndo pode ser ignorada®
no tratamento de muitos problemas terrestres, no estudo do préprio movimento de
rotacdo da Terra, por exemplo. Nesse contexto os corpos ndo podem ser mais
identificados com ‘“‘pontos materiais” e a dinamica dos ““‘corpos extensos”, ndo
“pontuais”, foi desenvolvida em meados do século 18 por Euler (1707-1783).

Embora os “corpos extensos” se deformem sob a acdo de esforcos externos — e
a analise dessa deformacéao € objeto de estudo da teoria da elasticidade — ela pode ser
desconsiderada em uma primeira aproximacgdo, posto que despreziveis face o
movimento global dos corpos, e € por isso natural que se considere 0 movimento dos
“corpos extensos” considerando um segundo nivel de abstracdo: eles ndo sdo mais

1 E outra prova a mais do génio de Newton sua hesitacdo em considerar 0s astros como “pontos
materiais”, mesmo sabendo da tremenda discrepancia de escalas de comprimento j& citada. Na
tentativa de estender a mesma lei de gravitacdo proposta para 0s astros para a gravidade terrestre era
necessario considerar a massa da Terra concentrada em seu centro. Diz a histdria que Newton demorou
mais de dez anos para publicar seus resultados até se convencer que a forca de atragdo causada por um
corpo esférico homogéneo é idéntica a de um “ponto material” de mesma massa colocada no centro da
esfera. Essa hesitagdo de Newton, por muitos entendida como uma exteriorizagdo de sua psique
naturalmente desconfiada — ver, por exemplo, Whittaker (1950) “The History of the Theories of Aether
and Eletricity” e Westfall (1995) “A Vida de Newton — tem um fulcro conceitual que ndo deve ser
ignorado. Como discutido no exercicio (1.1), esse resultado, assim como tantos outros na teoria da
gravitagdo, depende essencialmente do fato da forca de atracdo entre corpos ser exatamente
proporcional ao inverso do quadrado da distancia: fosse ela proporcional a 1/r***, com 0 < o << 1, néo
sO essa equivaléncia ndo seria correta como também a teoria da gravitacdo perderia parte dos atributos
que a distingue. A mesma relacdo exata 1/r* é observada na eletrostética (lei de Coulomb) e o fator 2
nessa lei foi verificado experimentalmente como correto com um erro menor que 1: 10°.



“pontuais”, posto que “extensos”, mas sao considerados rigidos em primeira
aproximacdo. O presente texto procura discutir os fundamentos da dinadmica dos
corpos rigidos, um assunto que tem vasta aplicacdo em diferentes topicos da
Engenharia: pois rigidos podem ser considerados os navios, avides, satélites, as partes
articuladas de um robd e uma série de mecanismos, como o0 giroscopio, por exemplo,
utilizados com os mais diversos fins.

Algumas dessas aplicacdes serdo apresentadas e discutidas na secéo final mas
o foco desse texto concentra-se em alguns aspectos tedricos mais basicos: ele procura
estabelecer uma relacdo de continuidade entre a dindmica classica dos ““‘pontos
materiais” e a dindmica dos ““corpos rigidos”. Para tanto consideraremos, como uma
introducdo ao tema, um agregado de “pontos materiais” {m; ; i = 1,2,...,N}
rigidamente conectados entre si e estudaremos 0 movimento desse agregado de pontos
sujeitos a acdo de forcas externas, que determinam o movimento do conjunto, e de
forcas internas, que mantém os pontos materiais rigidamente ligados entre si.

Se [j(t) for a distancia entre as massas m; e m; no instante t, o vinculo
introduzido pelo movimento de corpo rigido exige l;j(t) = cte. e as for¢as internas séo,
na realidade, as forcas de vinculo necessarias para manter essa restricdo. Ocorre que
essas forcas de vinculo sdo desconhecidas a priori e devem ser, por isso, retiradas do
equacionamento do movimento global. E nesse ponto que um procedimento
aparentemente ingénuo, relacionado ao Principio dos Trabalhos Virtuais da Mecénica
Analitica desenvolvida por Lagrange® (1736-1813)), mostra sua importancia teérica e
vigor conceitual separando, de uma forma muito clara, a dinamica do agregado de
particulas em duas partes distintas e “ortogonais”: uma, que toma conta do movimento
global do agregado de particulas; outra, que determina as forcas de vinculo a partir do
movimento global. A cinematica dos corpos rigidos serd elaborada a seguir e a
dinamica, onde as forc¢as de vinculo sdo tratadas, na secédo 2.

1.1: MATRIZES ORTOGONAIS DE ROTACAO

Considerando um agregado de “pontos materiais” {m; ; i = 1,2,...,N}
rigidamente conectados entre si, a posicdo desse sistema dinamico em um tempo t
estara definida se soubermos as coordenadas de cada massa pontual em relagdo a um
sistema de referéncias (O); X)) fixo no espago. Consideremos também um segundo
sistema coordenado (O, X)) rigidamente conectado ao agregado de *“pontos

A motivacdo explicita de Lagrange era fazer na Mecanica o mesmo que a Geometria Analitica fizera
na Geometria.



materiais”: em relagdo a esse sistema o vetor posi¢do {x'¢); i = 1,2,...,N} de cada
“ponto material” esta obviamente definido e é invariante no tempo.
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FIG.(1.1): Agregado de “pontos materiais” rigidamente conectados.
(Sistema Espacial: (O); X(e)); Sistema Fixo no Corpo: (O X(o)))-

As coordenadas x(¢) do vetor posi¢cdo de um ponto do espago em relacdo ao
sistema fixo no corpo relacionam-se com as coordenadas x.) em relagéo ao sistema
fixo no espaco através da relacéo,

X (1) = X, () + T(8) X, (1.1a)

onde x,(t) é o vetor posigdo da origem O em rela¢do ao sistema fixo no espaco e
T(t) é a matriz de transformacéo, que transforma as coordenadas “locais” x() nas
coordenadas “globais” x), descontado o deslocamento x,(t) da origem. Por exemplo,
uma rotacgéo de um angulo 6(t) no plano (Xe), Y), ver Fig.(1.2), é representada pela
matriz,

cosO(t) —sino(t) O

T(t)=|sin6(t) cosO(t) O], (1.1b)
0 0 1
AYeo)
Y(ck\ ,X(c)
-~
M Pl Xeeo
/,3\\ P X(eo) [x(eo)(t)zx(e)—xo(t)]
// S
\

FIG.(1.2): Rotag&o de um angulo 6(t) no plano (Xeo), Y(eo))-



que leva Xy = X(eo) = Xe) — Xo(t). Como 0s dois sistemas coordenados Xeq) € X(c) Sao
cartesianos, a matriz de transformacdo T(t) tem uma estrutura particular. De fato,
sejam u e v dois vetores arbitrarios com coordenadas {(u;;vi); i = 1,2,3} em relacdo a
um sistema coordenado cartesiano. O produto escalar desses dois vetores é definido
por (u: vetor coluna e u": vetor linha na notaco matricial)

3
<wv>=uv=Yuy,
i=1

e € um invariante, isso é, ndo depende do sistema coordenado utilizado. Sejam agora
{u(eo); V(eo)} as coordenadas desses vetores no sistema Xeq) € {u(y); v(c)} NO sistema x(c);
portanto

. R gt . —u.-T'-T-
<SU;V> = Uiy Vi) = Uy - Viggy = Uy T T Vo)

e assim
T T=1 < T'=T".

Matrizes que satisfazem (1.2b) sdo denominadas matrizes ortogonais e quando
sdo de ordem (3x3), como no caso em analise, representam sempre uma rotacdo de
corpo rigido. Mais especificamente, é possivel mostrar, como veremos a seguir, que
existe sempre um sistema cartesiano definido por versores ortogonais {eqr; €, €.}
onde a matriz T adquire a forma canénica (1.1b). Em (1.1b) o eixo de rotacao
coincide com o versor k que se mantém invariante pela acdo de T: T-k = k; de forma
genérica, a procura de um ““eixo de rotacdo” e, tal que T- e, = e, leva naturalmente ao
problema de valor caracteristico

T-x=A\-x;

T-x =A"-x,

onde A = Ag + iA; € X = xg + ix, s&0 em geral complexos e (*) indica o complexo
conjugado. Definindo

o |h=AA;
o Ixll=v<xx >,

de (1.3a) segue, com o auxilio de (1.2b),

(1.2a)

(1.2b)

(1.33)

(1.3b)



t

IMP I x|P= <A X > =<T-x;T-X > :(T-x ) (T-x*) =

=x""T'-T-x =x"-x =|x|f,

e portanto, como T"T = I, necessariamente

IAf=1 = (A=tLr=e").

Observando que det (T"T) = det T" det T = (det T)?, e portanto det T = + 1, as
raizes do polinémio caracteristico® p(A),

p(L)=det(A-I-T)=1%+ar’+a,L+a,;
a,=— det T=71

definem os valores caracteristicos A de (1.3a). O polindbmio cubico (1.4b), com
coeficientes reais {a,; a,; as}, tem necessariamente uma raiz real A = + 1 e duas raizes
complexas conjugadas® {1 = €'%; & = e} E 6bvio que se {i; x} for uma dupla de
valor-vetor caracteristico de T entdo {—A;x} serd também uma dupla de valor-vetor
caracteristico de —T: as matrizes T e —T representam fisicamente a mesma rotacédo de
corpo rigido, a Unica diferenca sendo que os eixos de rotacdo apontam em diregdes
opostas, de acordo com o sinal de A, =+ 1 ou A, = — 1: trocando o sinal de (1.1b), por
exemplo, a mesma rotacao € observada em relacdo ao eixo — k invertendo a medida
da rotagdo de 6 — 6 + . Dessa maneira pode-se escolher ou T ou —T para definir
uma dada rotacdo e a seguinte convencdo® é adotada: as matrizes ortogonais de
rotacdo sao as matrizes (3x3) ortogonais com det T = + 1 e nessa classe de matrizes o
polindbmio caracteristico € dado por

p(h) =(1-1)-(A*—2cos0-A+1); 0<0<2m

Sejamagora{A = 1;x = e, } e {L = €M% x = ¢, = e, + i €y,} 05 valores-vetores
caracteristicos de T. Como, por defini¢do, T"T = I, tem-se e, = (T"T)- e, = T"(T ¢,) =

+i0

e"'T'.e, e portanto

% Veja que p(0) = — det T = a,.

*Para 0 = 0 ou 6 = 7 essas raizes complexas conjugadas transformam-se nas raizes duplas { A = + 1}.

% Como seré visto mais adiante, essa convencao no é arbitraria: ha uma distingdo fundamental entre
ambas quando se representa a derivada de T(t) em relacdo ao tempo por um vetor identificado com a
velocidade angular do corpo rigido.

(1.4a)

(1.4b)

(1.5a)



)T-e, =e,; 5 ii)T e, =e;

y e s (1.5b)
iT-e, =€ -e,; iv)T -e, =e™" -e,.
Multiplicando i) a esquerda por e,' e iv) a esquerda por e,' e subtraindo uma da
outra obtém-se (e, = eor T i €y)
(1—e¢ie) <e e, tieg, > =0,
indicando que e, é ortogonal aos vetores {e,r; €, }. Multiplicando ii) e iv) a esquerda
por e,' e subtraindo conclui-se que
° ”ee,R | = ”ee,l Il
<ege,>=0 =
o <eyr;€y, > =0,
Definindo ||egr|| = ||eoi|| = 1, 0s versores {eyr; €; €.} formam uma base
ortonormal e sdo tais que (ver (1.5b))
T-e;r =C0S0 €, —sin0 e, ; cos® —sin® 0
T-e, =sinOe,,+cosOey,,; = T=|sinO cos6 O . (1.5c)
T ei - ei; 0 O (eo.r €0, 15€L)
Na dindmica de corpo rigido a matriz T varia com 0 tempo e 0 versor e,(t)
define o eixo instantaneo de rotacédo do corpo. Dado qualquer vetor u submetido a
acao de T a componente de u na direcdo de e, permanece invariante e a componente
no plano perpendicular a e, roda de um angulo 6, ver Fig. (1.2) e exercicio (1.2).
1.2: VELOCIDADE E ACELERACAO
Mantendo ainda a definigao xq)(t) = x()(t) — Xo(t), consideremos a relagao
X (e0) (t) = T(t) "X (t) = X(o) (t) =T (t) *X(eo) (t) ) (163)

entre as coordenadas de um ponto arbitrario x(t) em relacdo ao sistema “fixo” no
espaco e fixo no corpo. Esse ponto no espaco desloca-se no tempo com velocidade e
aceleracdo dadas por



Vieoy (1) = Xeg) (1) = T(t) - Xy () + T(t)- X (1);

.. . : _ . (1.6b)
g (1) = X o) (1) = T(1) - X ) (1) + 2T (1) - X, (1) + T() - X, (1),
em relacdo ao sistema “fixo” no espaco; em relacdo ao sistema fixo no corpo tem-se
(ver (1.6a))
Vi (1) = TH(1) Vo) (1) = Xy () + T () - T(1) - X, (1); (160
) (1) = T (1) -8 (1) = Xy (1) + 2T (1) - T(1) - Xy (1) + T (1) - T (1) - x (1),
Da ortogonalidade da matriz T(t) tem-se T'(t) = T *(t) e segue que
T(t) - T() =1 = T'()- TO+T(t)-T()=0 = Q=T (t)-T(t)=- Q,;
T(t)-T'() =1 = T@) T'O+TE)-T'()=0 = Q=T T'(t)=- Q,,
(1.73)
e portanto {Q(C);Q(e)} sdo matrizes® anti-simétricas,
0 -Q., Qg 0 -Q., Q.
Q= Q, 0 Q| Q=] Qe 0 Q. | (1.7b)
_Qc y Qc X 0 _Qe y Qe X 0
satisfazendo a relacédo de transformacéo
Q. (1) =T(t)-, (1)-T(t). (1.7¢)
Em um espaco tri-dimensional — e somente ai — 0 nimero de termos nao-nulos
de uma matriz anti-simétrica iguala a dimensdo do espaco e a matriz anti-simétrica
pode entdo ser identificada com um vetor. Nessa situagdo, se {exey;e.} e {i;j;k}
forem, respectivamente, os versores do sistema coordenado fixo no corpo e no espaco,
0s vetores {e ;o |
Q, < o,=0.,e+Q e +Q_ e,;
(c) © , Yy : (1.7d)

Q(e) = m(e):Qeyxi+Qeyyj+Qeyzk,

® Deveriamos dizer, em uma linguagem mais técnica, que o operador “rotagdo de corpo rigido” é

definido por um tensor anti-simétrico, representado pelas matrizes anti-simétricas {€2 «); €2 ¢} nos
sistemas de coordenadas fixo no corpo e no espaco, respectivamente.



definem a rotagdo de corpo rigido: de fato, supondo x, =0em (1.6b,c) tem-se

° Vi) =) X = O AX gy (1.8a)
° Viey = ey X = O AXg),

o produto vetorial entre vetores podendo ser calculado pelo algoritmo’ classico

O AX =0, O O, ; O AXg =0, O O, . (1.8b)

O vetor @, com componentes m ) em relagéo ao sistema fixo no corpo e )
em relacdo ao sistema fixo no espago, € denominado vetor velocidade angular do
corpo rigido mas ha um ponto ai que necessita ser esclarecido: se @ fosse de fato um
vetor deveriamos ter sempre ® ) = T(t)- ® (), qualquer que fosse a matriz ortogonal
de transformacdo T(t); no entanto, como discutido no exercicio (1.3), essa regra de
transformacdo s6 € compativel com (1.7¢) quando det T(t) = + 1. Ou, em outras
palavras, o tensor anti-simétrico © pode ser identificado com um vetor de rotacdo ®
somente na sub-classe das transformacOes representadas por matrizes ortogonais de
rotacao.

O vetor velocidade angular ndo €, senso estrito, um vetor — em uma linguagem
informal é designado por pseudo-vetor, pois se comporta como um vetor somente para
uma classe bem definida de transformacdes. As regras praticas usuais, como a “regra
do saca-rolha” ou a “regra da mao direita”, aparecem na definicdo desses pseudo-
vetores e do produto vetorial para garantir que as transformacbes permitidas
obedecam sempre a condicdo det T = +1, como exigido para que esses tensores anti-
simétricos possam ser representados por vetores.

De (1.7a) segue também

T() =T{) Q1) = T(t)=T(t) Q1)+ T(t) - (1) (1.8¢)

e portanto

T (1) T(t) = Q, + Q7. (1.8¢)

Utilizando essas expressdes em (1.6¢) a formula cinematica

O produto vetorial é definido por (1.8a) e representa uma operagdo entre vetores gerando um novo
vetor; o algoritmo fornece s um procedimento mnemaonico para determinar o vetor resultante.

10



(1) = Dt dt T O A Xy
Dv dv
© ©

(t) = Dtc = dc + @ AV,

pode ser derivada. A variacdo global Df/Dt da propriedade f(t), identificada por
{x©(t); v(t)} em (1.9a), é dada pela soma de duas parcelas: a primeira, df/dt, toma
conta da variagéo local de f(t) supondo o sistema fixo no corpo {ey; ey; e,} congelado
no tempo; a segunda, o ) A f, indica a variagao de f(t) que se observa ndo por uma
mudanca de suas coordenadas mas pela rotacdo dos eixos coordenados fixos no
corpo.

Como um exemplo de aplicacdo de (1.9a), seja a matriz T(t) expressa na forma
candnica (1.1b) — ou (1.5c) — e {ex = cos a(t) i + sin a(t) j; ey = —sin a(t) i + cos a(t)
j} o0s versores do sistema fixo no corpo no plano (X,y); definindo

° X =r(t)ey; } ° Vi =fe +arey;

° @ =a(t)e,; o ag =(F—d’r)e, +(2af +dir)e,,

com —a’rsendo a aceleragdo centripeda e 2¢ii a aceleracdo de Coriolis.

De outro lado, se x() representar as coordenadas de um ponto no corpo rigido
entdo x() = cte.; utilizando (1.9a) e observando a defini¢do Xeq) = X — Xo(t), @
velocidade e aceleracdo de pontos no corpo rigido sdo descritas pelas funcdes
vetoriais

v(t)=x,+ O AX (s

o (’o(c)
a(t)=x, +TA X T @) A (m(c) A X )

Por conveniéncia descrevemos em (1.9b) as funcGes vetoriais {v(t); a(t)} de
uma forma hibrida no que toca as componentes: o0 vetor xo(t) representa as
coordenadas da origem do sistema fixo no corpo em relagdo ao sistema fixo no
espaco; os vetores {w(); X} representam a velocidade angular e vetor posicdo em
relacdo ao sistema fixo no corpo. Essa dicotomia na representacdo parece natural: a
posicao x,(t) da origem do sistema fixo no corpo deve ser dada em relagcdo ao sistema
espacial; de outro lado, 0 movimento de rotagéo depende da distribuicdo de massa no

11

(1.9a)

(1.9b)



corpo, que permanece invariante no tempo quando esse movimento é representado em
relacdo ao sistema de referéncias fixo no corpo; sendo mais especifico, em (1.9b)

° Xy (1) = X o (i +Ye o (1) + 2, (DK;
° X =X tye tZee,,

© (")(c) (t) = (Dc,x (t)ex + ('Oc,y (t)ey + (Dc,z (t)ez’

onde {i;j;k} é a base do sistema espacial e {esey;e,} € a base do sistema fixo no
corpo.

Como mostra (1.9b), a velocidade em qualquer ponto do corpo rigido esta
univocamente determinada se as trés componentes da velocidade da origem O
forem conhecidas assim como as trés componentes da velocidade angular ® «): 0
corpo rigido tem portanto seis graus de liberdade e os vetores velocidade
{x,(1); o, ()} sdo determinados pelas equagdes dinamicas, discutidas na secao 2.

A mesma contagem de graus de liberdade pode ser obtida diretamente da
definicdo (1.1a). De fato, se {t«(t); t,(t); t,(t)} forem as coordenadas dos vetores
espaciais {i; j; k} em relacdo a base {ey; ey; t,} do sistema fixo no corpo, tem-se

t. (1)

TM)=|t,(0) | ; T'O=[t.() O tO]
t, (1)

com {t(t); ty(1); t,(t)} satisfazendo as seis restri¢oes escalares

o <t (t);t, (t)>
o <t ()t (t)>

<t (t);t, (1) > = <t,(1);t, (1) > =1
<t (t)t, (1) > = <t, ()¢, () > =0.

Portanto, das nove componentes de T(t) somente trés sdo linearmente
independentes — por exemplo, a diagonal principal [ te(t); ty(t); t(t) ] de T(t) —e a
posic¢ao x() de um ponto arbitrario do corpo rigido estara univocamente definida se as
trés componentes do vetor posicao x,(t) e essas trés componentes LI de T(t) forem
conhecidas, somando os seis graus de liberdade do corpo rigido.

Como ja dito, os vetores {x.(t);® ()} sdo determinados pelas equacdes
dindmicas do movimento, que serdo discutidas na proxima se¢do, e conhecido @ )(t)
é um problema cinematico simples determinar T(t). De fato, de (1.8c) segue
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' =-0, () T'()

ou, com o auxilio de (1.10a),

dt
g - CoOAtO);
ty .
E = _(’)(c) (t) AN ty(t),
dt
d_tz =-0 () At,(1).

E trivial verificar — ver exercicio (1.4) — que a solugdo de (1.11) satisfaz as
restricbes (1.10b) para todo o tempo t e também ndo é dificil interpretar (1.11) no
contexto da formula cinemética (1.9a); de fato

Di Dt, dt

— = =—*+0,nt, =0.
Dt Dt dt

A solucdo simultanea de (1.11) e da equacdo dinamica que determina @ ()(t)
fornece a posi¢do do corpo rigido em cada instante de tempo o que resolve, em tese ao
menos, o0 problema proposto. Observa-se, no entanto, que se as variaveis lineares que
determinam a translagao x,(t) estédo definidas explicitamente 0 mesmo ndo ocorre em
relacdo a rotacdo de corpo rigido: as trés varidveis angulares que determinariam a
posicdo do corpo ndo foram ainda identificadas de uma forma geometricamente clara.
Muitas vezes essa identificacdo é importante e esse ponto seré retomado no item (1.4);
antes, porém, abriremos um curto paréntesis para discutir, de forma sucinta, alguns
aspectos da algebra do produto vetorial, introduzido na Fisica-Matematica justamente
no estudo da rotacdo de um corpo rigido.

1.3: ALGEBRA DO PRODUTO VETORIAL
Dado um sistema ortonormal i = {i;j;k} seja um sistema ortonormal e = {ey;ey;

e,} obtido a partir de i pela transformagdo e = T"i onde T é uma matriz ortogonal
(T-T'=1) com det T = + 1. Seja também a um vetor arbitrério; define-se

0 -a, a,
a=ae tae +ae, < Q,=/a 0 -a |,
-a, a, O
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(1.11)

(1.12a)



e introduz-se o produto vetorial pela operacao

e e e
anb=Q, -b=detja, a, a,]|, (1.12b)
b, b, b,

a expressdo a direita sendo o algoritmo usualmente utilizado para o calculo do produto
vetorial.

O produto vetorial tem uma algebra peculiar: ele satisfaz a propriedade
distributiva mas néo satisfaz as propriedades comutativa e associativa do produto de
escalares; especificamente

canb#bara nao comutativa;
o an(bnac)#(anb)ac:ndoassociativa; (1.12c)

oan(b+c)=anb+anc : distributiva.

A verificacdo de (1.12c) pode ser feita trivialmente. Por exemplo, é imediato
verificar que a A b = Qb = -Q@pra=—b A ae portanto a A a = 0; também,
fazendo a = b = e, e ¢ = ey verifica-se que a A (b A ¢) = — ey a0 passo que (a Ab) A ¢
= 0. Na realidade, observando as expressoes (ver (1.12b))

a, a, a,
a-(bac)=detb, b, b,
¢, ¢ ¢
e
b, 0 0|]a, a, a
Q,Q,=/0 b, 0|la a a,|—(ab)I
0 0 b,|la a, a

pode-se demonstrar que

carnb=-bra = arna=0;
oa-(bac)=c-(anb)=b-(cAa); (1.13)
oan(bnc)=(a-c)b—(a-b)ec.

As relagfes (1.13) sdo utilizadas nos exercicios e na se¢do 2 deste texto.
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1.4: ANGULOS DE EULER

A matriz de transformacdo T(t), definida na forma (1.10a), pode ser
reconstruida em qualquer instante do tempo pela integracdo de (1.11). Em algumas
aplicacdes, no entanto, e também sob uma perspectiva mais conceitual, € conveniente
que se definam variaveis angulares caracterizando os trés graus de liberdade do
movimento de rotacdo do corpo rigido.

FIG.(1.3): Angulos de Euler: Sistema “global” x = (x,y,z) e “local” X’ = (X,y’,2’).
(Q,=¢0k = Q,=0e, = Q =ve)

Seja assim, em sequéncia, um giro de ¢ em relacdo ao eixo espacial z,
transformando x — (§n,{), seguido de um giro de 6 em torno do eixo &,
transformando ({n,0) — (m’,C°), e de um giro y em torno do eixo C,
transformando (§,n’,&’) — x’. As matrizes de transformagéo de cada um desses giros
sdo definidas pelas formas candnicas

cos¢ sing O 1 0 0 cosy siny 0
T,=|-sing cos¢p O[;Ty=0 cos® sind |;T, =|-siny cosy O, (1.14a)
0 0 1 0 -sin® cos6 0 0 1

e como T' = (T,)"(Te)"(Ty)' tem-se

COSy COSd—CcosOsindsiny  —sinycosp—cosOsinhcosy  sinbsing
T =| cosysindg+cosOcospsiny —sinysinp+cosbcospcosy —sinBcosd | (1.14c)
sinOsiny sin 6.cos vy cosO

As varidveis angulares (¢,0,y) sdo os angulos de Euler e definem uma
(possivel) triade de variaveis independentes que caracterizam univocamente a posi¢cdo
do corpo rigido; observando as relacdes

15



0 -10 00 0 0 -10
(T,-T,)=¢:{1 0 0|; (Ty-T,)=6-0 0 -1|; (T,-T,)=y-|1 O
0 00 01 0 0 0

e também que

Q. =| o, 0 - :Tt-T:(T‘;-Tet-qu)-%(Td)-Te-Tw)

obtém-se

o :T‘:"Tg'(T‘;'Ttt))'Te'T\v+T$'(T$'Te)'Tw+(T\4t!'Tw)

e portanto as seguintes relacbes sdo obtidas entre os angulos de Euler e as
componentes do vetor @ em relacdo ao sistema coordenado fixo no corpo:

o @, =0-cos\y+d-siny-siné; o 0=, -COS\Y—,-Siny;
o @, =—0-siny+d-cosy-siné; ° d):((x)l-sinw+032-COSw)Sin9+c03-COSG; (1.15)
° @y =§-COSO+V. o =(0, —,-siny -, -cosy)sin’ 6.

Essas relagdes serdo utilizadas no capitulo 3 no estudo da dindmica dos pedes.
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1.5: EXERCICIOS

1.1: (Massa Pontual — Campo Gravitacional) “Massa atrai massa na razdo direta das
massas e do inverso do quadrado da distancia” — essa € a consagrada lei da gravitacéo
de Newton. Considere a forca gravitacional causada por uma certa distribuicdo de
massa com densidade p(§) em um volume V; o campo gravitacional E(x) é igual a
forca exercida por essa distribuicdo de massa em uma massa unitaria colocada no
ponto x. Pede-se:

x-§
Iil

jes kp(é)dV(E) x-§

(&)//‘{E Zaade . T
p :

b) Mostrar que para x ¢ V tem-se div E(x) = V-E(x) = 0. (Utilizar a expressao

a) Mostrar que esse campo é dado por E(x) = -k j p(€) sdV(E);

V-E(x) =k p(&) {vm -[ﬁﬂdvc@) ,

onde V) € a divergéncia em relagéo a x);

c) Se x € V, seja V. uma pequena esfera de raio € e centro em x. Mostrar que

Seja 0 <r < ¢ acoordenada radial na esfera V¢; observando as identidades

Voo! (IX élj Vo [Ié’f le’ STX=re

mostrar, com o auxilio do teorema da divergéncia, que

V-E(x) = —k-4np(x) se x € V;

17



d) Supondo que V seja uma esfera de raio r, e considerando um sistema coordenado
com origem no centro da esfera sejam

r=yx*+y’ +2%
X, Yy, z
er=—1+XJ+—k.
rooroor

x=Xi+Yyj+zk =

Supondo também que p = p(r) — isso €, que a densidade do meio varie somente na
direcéo radial — justificar a expressao

E(x) =E(r)e,;

e) Considerando duas calotas esféricas com raios r e r + Ar e a regido AV contida
entre elas, utilizar o teorema da divergéncia para mostrar, no limite Ar — 0, a relagéo
1d,, _
Se E(x)=E(Ne, = V-E(x) =—2d—(r E(n)):
re dr

f) Mostrar que para uma esfera com densidade p(r) e massa M tem-se

E(x) = —kMzer para |x| > ro. (ro: raio da esfera)
r

Ou, em outras palavras: o campo gravitacional causado por uma esfera de massa M e
densidade que varia somente radialmente é idéntico ao de uma massa pontual M
colocada no centro da esfera. Esse resultado depende diretamente da relacdo E(x) oc
1/r%. Verifique que, em larga medida, a teoria da gravitagdo apresentaria “anomalias”
se a forga entre corpos ndo fosse exatamente proporcional ao inverso do quadrado da
distancia; por exemplo, V-E(x) = « para x € V se essa forca fosse proporcional a
1/r*** com 0 < o << 1.

Nota: Em 1798 Lord Cavendish realizou experimentos com molas de torcdo
confirmando a relagdo E(x) o 1/r* dentro do erro experimental; ele mesmo ja havia
verificado antes, em 1772, a mesma relacédo para a Lei de Coulomb da eletrostatica.
Na realidade, sabe-se hoje que 0 expoente 2 est4 ai correto com erro da ordem 1:10°
até distancias da ordem de 102 cm, da ordem do raio de Bohr do atomo, ver Jackson
(1975) “Classical Electrodynamics”.

* k% *
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1.2: (Matriz Ortogonal de Rotacdo) Considere a base ortonormal {eyx; €,,; €.} onde a
matriz ortogonal T é representada pela forma candnica (1.5¢) e seja u = u, + U, e, UM
vetor arbitrario, com u, sendo a componente no plano {eyx; e, }. Pede-se:

a) Mostrar que o vetor v, = T-u, corresponde a um giro de um angulo 6 do vetor u,;

b) Sejam T, e T, as matrizes de rotacdo associadas a um giro de 90° ao redor dos
eixos z ey, respectivamente. Mostrar que

001 0 -1 0
T,=T, T,=(1 0 0| ; T,=T,-T,=[0 0 1|;
010 -1 0

¢) Utilizando a forma (1.10a) visualizar geometricamente essas duas transformacoes e
discutir o esquema apresentado na figura abaixo®

T T, T F

g

x

posicion vertical  girado 90° alrededor de z  girado 90° alrededor de y

2 z
T2 z T, T,
37 3/ / < by
x x]
x
posicion vertical — girado 90° alrededor de y girado 90° alrededor de z

Nota: O esquema apresentado nessa figura pode ser entendido como uma visualizagéo
geométrica da ndo-comutatividade do produto de matrizes (Tz; # T12).

* k% %

8 Ver H. Goldstein (1966), “Mecanica Clasica”.
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1.3: (Pseudo-Vetor) Considerando a matriz T e T* nas formas (1.10a) pede-se:

a) Com o auxilio de (1.7c,d) mostrar que

t, -(m(c) /\tx) t, -(m(c) /\ty) t, -(m(c) /\tz)
Q. = ty-(m(c)/\tx) ty-(m(c)/\ty) ty-(o)(c)/\tz) :

t, '(“’(c) A tx) t, '("’(c) A ty) t, '(‘”(c) At )

b) Utilizando a expresséo de ) dada em (1.7d) verificar a igualdade (ver (1.13))

c) Observando que {ty; t; t,} € uma base ortonormal, utilizar a identidade a-(a A b) =
0 para mostrar que

e portanto

t
®q =(det T)-| t, |- @, =(det T)-T-o,.
t

Por que o pseudo-vetor @, que define a velocidade angular do corpo rigido, s6 se
comporta como vetor quando det T = +1?

* * *
1.4: Considerar a equacdo (1.11) com condigdes iniciais {t«(0) = tyo; ty(0) = tyo; t-(0)
= t;0}. Mostrar que a solucdo {t(t); ty(t); t(t)} de (1.11) necessariamente satisfara as
restricoes (1.10b) pata todo t > O se os valores iniciais {txo; ty,o; tzo} satisfizerem.

* k *

20



2. DINAMICA DE CORPO RIGIDO

Uma das intencBes desse texto €, como ja dito no inicio da primeira secéo,
realizar uma transicdo “continua” da dinamica Newtoniana dos “pontos materiais”
para a dinamica dos “corpos extensos”, considerados rigidos em primeira
aproximacao.

No estudo da cinematica utilizamos, para efeito ilustrativo, um agregado
rigido de particulas pontuais com o intuito de introduzir o sistema de referéncias fixo
no “corpo”, isso €, no “agregado”, mas todo o desenvolvimento cinematico passa ao
largo dessa peculiaridade do corpo rigido: ele é geral, vale tanto para um agregado
rigido de particulas como para um solido rigido, pois trata somente da relacdo entre
dois sistemas de referéncias, um fixo no espago e outro no “corpo”. E na presente
secdo, como veremos, que o estudo do “agregado rigido de particulas” permite, com o
auxilio do Principio dos Trabalhos Virtuais, uma transi¢cdo continua da mecanica dos
“pontos materiais” para a mecanica dos “corpos extensos”.

2.1: AGREGADO RIGIDO DE PARTICULAS — FORCAS DE VINCULO

Consideremos, como na se¢do anterior, um conjunto de N “pontos materiais”
com massas {m;; i = 1,2,...,N} localizadas nos pontos {xi(e)(t); i=12,...,N} do
espaco. Esse conjunto de “pontos materiais” define um “agregado rigido de
particulas” quando a distancia entre eles permanece invariante no tempo ou

I, =[x, () —x, ()| =cte; (1) =1,2,...,N.

Os vinculos (2.1) podem ser imaginados como oriundos de “barras rigidas” de
massas despreziveis unindo os pontos materiais (i) e (j) e sujeitas a forgas de tragéo
(ou compressdo): na Mecénica Newtoniana as a¢Ges desses vinculos sdo descritas por
forcas iguais e de sinais opostos agindo na direcdo da “barra rigida”, como
esquematicamente indicado na Fig.(2.1).

i Vi .
@ ()
FIG.(2.1): Forgas de vinculo no
agregado rigido de particulas.
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Dessa maneira, as forcas de vinculo podem ser escritas na forma

° Vi (1) = Ay(0)-(xty (D~ X (1)); |

o | j (Ag(0) = A (1; A, (1) =0) (2.1b)

° Vj (t)= Aji (t)- (X(e) (t) —X{e) (t)>:

e se {Fj(t); i = 1,2,...,N} forem as forcas externas (conhecidas) aplicadas nos “pontos
materiais”, as equagdes de Newton do movimento ficam dadas por (Vii(t) = 0)

. N
mily =FO )+ VO (0). (2.1c)

=1

O sistema (2.1) oferece %2 N(N — 1) equacdes de vinculo (2.1a) e 3N equacdes
dinamicas (2.1c); possui, de outro lado, 3N incgnitas {(X'¢(t), Y'e(t), ZE®); i =
1,2,...,N} e %2 N(N — 1) incognitas {Aj(t) = Aj(t); (i,)) = 1,2,...,N}. Ele define,
portanto, um sistema “fechado”, com mesmo nimero de equacdes e de incognitas,
mas a integracdo de (2.1) nao é simples: as forcas de vinculo sdo desconhecidas a
priori e a imposicdo da condicdo (2.1a) a cada passo do tempo néo é trivial.

Veremos, no préximo item, como essa questdo pode ser contornada de uma
forma simples e elegante e concluimos essa introducdo observando que no sistema de
referéncias fixo no “corpo” tem-se

o Xy =T (1) (X0 () =%, (1));
o FO(t) = T'(t) B, (2.1d)
o V() =T'(t)- Vi = Ay (1) (xtyy — Xy )

onde {Xi(c); i = 1,2,...,N} sdo constantes, posto que definem as coordenadas dos
“pontos materiais” em relacdo ao sistema de referéncias fixo no “corpo”.

2.2: PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

Sejam {Axi(e); i =1,2,...,N} vetores arbitrarios no espaco tri-dimensional; da
igualdade®
. N
—mX, +FO 1)+ V(1) =0 (2.2a)
j=1

% Essa igualdade é o Principio de D’Alembert da Mecénica: ele afirma que o problema dinamico fica
reduzido a um problema da estéatica considerando as forcas de inércia com sinal trocado.
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segue

i(—mix‘(e) +FO (1) + ZN: A% (t)j ‘AXy =0,
i=1 j=1
para qualquer conjunto {Axi(e); i = 1,2,...,N} de vetores. Reciprocamente, se a
equacao (2.2b) for satisfeita para todo conjuntO{Axi(e)i i =1,2,...,N} de vetores entdo
(2.2b) implica em (2.2a).

Agora bem: como os vetores {Ax'e); i = 1,2,...,N} sdo arbitrarios podemos
escolhé-los de forma que o trabalho realizado pelas forgcas de vinculo nos
deslocamentos {Axi(e); i=1,2,...,N} seja nulo e, dessa forma, nos livrarmos das forgas
de vinculo no equacionamento dindmico. A questdo toda consiste em definir a classe
de deslocamentos que satisfaz essa propriedade e a Mecanica Analitica, que objetiva
estudar a dinamica de sistemas vinculados, oferece uma resposta.

FIG.(2.2) : “Ponto material” (®) movendo-se na superficie
lisa — isso €, sem atrito — de corpo deslocando-se com U(t).
(u,,(t)-At: deslocamentos possiveis; V(t): forca de vinculo)

Consideremos, por exemplo, o problema indicado na Fig.(2.2): um “ponto
material” movendo-se na superficie lisa (sem atrito) de um corpo que se desloca com
velocidade U(t). A forca V(t) de vinculo age, no caso, na diregdo da normal n a
superficie 0S do corpo, impedindo que a particula perfure (ou se despregue de) 0S; de
outro lado, os “deslocamentos possiveis”, aqueles mesmo que satisfazem a condicao
de vinculo na superficie do corpo, tém velocidades {u,(t); o = 1,2,...} tais que

u, 'n|as = U'n|as = d, 'n|as - UAt'n|as’
onde {d, = uy,At; o = 1,2,...} sdo os “deslocamentos possiveis”. Define-se o
“deslocamento virtual” 6x como a diferenga de dois ‘““deslocamentos possiveis™ e
portanto
Eix-n|0S =(d, —dl)-n‘ =0,

oS
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ou, dito de outra maneira: o “deslocamento virtual” €, no caso desse exemplo, um
deslocamento arbitrario no plano tangente a 0S. Portanto o trabalho realizado pela
forca de vinculo em um deslocamento virtual — o trabalho virtual da forca de vinculo
— € nulo por construcdo. Dois resultados seguem dessa breve discussao:

i) “Deslocamentos virtuais” sdo deslocamentos arbitrarios obtidos pela
diferenca entre dois “deslocamentos possiveis”, isso €, entre dois
deslocamentos que satisfagcam as “condicdes de vinculo”;

i) O trabalho realizado pelas forcas de vinculo nos “deslocamentos virtuais”
é sempre nulo.

No caso do movimento de corpo rigido os “deslocamentos possiveis” da massa
pontual m; satisfazem os vinculos de “corpo rigido” e devem, portanto, ser expressos
na forma (ver (1.9b))

di(t) =X, - At+ o, - AtAX;

d,(t) =x0’2~At+n)2~At/\x(c).

Um deslocamento virtual 5x' tem, nesse caso, expressao geral dada por

5x' =6X0+66/\Xi(c); i=12,...,N,

com {6x,;00} arbitrarios: o campo geral dos “deslocamentos virtuais” tem, como ndo
poderia deixar de ser, 0s mesmos seis graus de liberdade do movimento de corpo
rigido, especificamente, as seis componentes dos vetores {6x,;50}.

Para efeito de verificagdo, consideremos o trabalho virtual das forgcas de
vinculo nesses deslocamentos virtuais; por defini¢do tem-se (ver (2.2b))

ZN:ZN:V Ox' = %ZN:ZN:(V” 5x' + V- Sx)

=1 i=1 j=1

VZZZ(V” +Vji) 2%%[ (SBAX(C))+V (SOAXgC) )},

i=1 j=1 i=1 j=1

5

a primeira parcela, proporcional a x,, sendo nula pois Vjj + Vj; = 0. Com o auxilio de
(1.13) e (2.1d) tem-se portanto
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N N

v =803 3] (xig A Vy)+(xlg A Vy) | =

i=1 j=1
N N

=—060- ZZ%X%@ - Xi(c) ) AV =

i=L j=1
N

N . . - i
=-080- Zl Z1:1/ZAij (t) (Xéc) - XI(c) ) A (Xéc) o XI(C) ) =0,
i=1 j=

confirmando que o trabalho virtual das forgas de vinculo é nulo. Fazendo agora Ax'
= 8x'(¢) em (2.2b) obtemos

ZN:miai -5x' :ZN:Fi -8x';
i=1 i=1

(2.4a)
5x' = 8x, + 50 A xi(c) ,
onde a', a aceleracdo da massa (i), é dada por (1.9b) com X'(¢) = X(o). Define-se
N N
o F()=YF () < F(t)-8x, =) F (t)-8x,;
i=1 i=1 (2.4b)

oNC(t)=ZN:(Xi(C)/\Fi 1) < Nc(t)-SG:ZN:Fi (t)-(50 A x, ),

com F(t) sendo a forca externa resultante e N¢(t) 0 momento das forgas externas em
relacdo a origem O do sistema de referéncias fixo no corpo.

Como os “deslocamentos virtuais” sdo arbitrarios podemos supor primeiro
{6x, = V; 86 = 0} e obtermos assim, com o auxilio de (1.9b), a igualdade

N

Zmi {XO+(§)/\xi(c)+m/\(m/\xi(c))}:F(t).

i=1

O somatdrio nas trés parcelas do lado esquerdo pode ser sintetizado por dois
parametros associados a distribuicdo de massa nesse sistema discreto: m, a propria
massa total, e Xm, a posi¢ao do centro de massa, definidos pelas expressoes

= (2.5a)

i m m m
O M-Xy =D MXpy < Xy =X, + Y, +Z(ye,.
i=1
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Dessa maneira a equacado acima toma a forma

m[ %, +®AX, +oA(0rX,)]=F{) (2.5b)

e observando que as componentes (X" (), ¥"(c), 2" (¢)) dO Vetor X ndo variam no tempo,
ver (2.5a), das relacGes cinematicas,

Dx D, .
" =@AX,; thm:o)/\xm+m/\(m/\xm) (2.5¢)
conclui-se que
m-X,,. =F(t);
e (2.5d)
Xme =Xo + Xy
onde Xme(t) é 0 vetor posicdo do centro de massa do “corpo” em relacéo a origem O
do sistema espacial, m é a massa total e F(t) a resultante das forcas externas: o
agregado de “pontos materiais” se comporta como um “ponto material” de massa m,
identificado com o centro de massa, que se desloca sob a agéo da forca resultante.
Supondo agora {0x, = 0; 80 = V} em (2.4) obtemos
N - .
50> m;-(xi,, Aa')=030-N,(t) paratodo 36
i=1
e portanto
N - . - .
;mix'(c) /\{xo +®AX, +0)/\(m/\x'(c) )} =N, (1),
ou, com o auxilio de (2.5a),
N . ) N . .
M-X, AX,+ D MXg A ((» A X ) + ) MX () A {o) A (m A X )} =N, (t). (2.6a)
i=1 i=1

Os dois somatorios do lado esquerdo serdo elaborados a seguir. De fato,
observando a identidade (ver (1.13))

26



N

N
i - i i i - i - i
2 MiX( A ((” A X(c)) =2m [(X(c) RC) )‘” _(X(c) "”)X(c)}
i=1l i

i=1

e definindo o tensor de inércia J. pela expresséo

N ) . N . .
© ‘]ix = zmi ((yl(c))2 + (Zl(c))z); ° Jf(y = _z mixl(c) ’ yl(c);
i=1l i=1

JC
N . . N . ] XX
@ 3y = 1M (@) + (X)) @ J =2 mYig 2 = Je =| 35,

° ‘]gz = Zmi ((Xl(c))2 + (yl(c))2)1 °e ‘]Ex = _Z rniZI(C) ’ XI(C);
i=1

i=1

obtém-se
N . .
1 . 1 .
E MiX ) A (m A Xy ) =J.-o.
—

De forma analoga, se r’.; = (x'¢)* + (Y'0)? + (Z')° entdo

Zmi {Xc,i /\[(’)A((’)Axc,i)]} =Zi:mi {Xc,i /\(m'xc,i)(’)} -

~Sfon[m (m-xc'i)xcyi}}:o)/\{—(zi:mirfi}w+\]c -w}
(5] portanto

Zmi {Xc,i /\[m/\(m/\xcvi)]} =oAr(J, o).

Utilizando (2.7a,b) em (2.6a) a seguinte equacao dinamica € obtida,

m-X, AX,+J,-0+oA (. -0)=N(1),

onde J. € o tensor de inércia em relacdo aos eixos {ex; ey; e,} com origem em O,

o (t) = ocx(t)ex + ocy(t)ey + oc(t)e, € a velocidade angular e Nc(t) € 0 momento das

forcas externas em relagéo a O).

Se O, coincidir com o centro de massa Oy (ou se for deslocado para o

centro de massa) entdo x, = 0 e (2.8a) reduz-se a
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Jp-0+on(d, ©)=N,(1),

onde Jn, € o tensor de inércia em relagdo aos eixos {ex; ey; e,} com origem no centro
de massa Oy € Npn(t) € o momento das forgas externas em relagdo a Om);
obviamente, Ny (t) é dado pela diferenca entre N¢(t) e 0 momento de transporte da
forca F(t) no translado O — Om) ou (ver exercicio (2.1))

N, (t) =N, (t) - X, AF(1).

Como mostrado no exercicio (2.2), 0 momento de inércia J. pode ser expresso
em termos de Jn, e é possivel mostrar entdo, com o auxilio de (2.8c), que as equacdes
(2.8a) e (2.8b) séo equivalentes.

No item (2.4) voltaremos a anélise das equacBes que regem 0 movimento de
um corpo rigido; a seguir mostraremos, como um introito ao formalismo da Mecéanica
Analitica, como essas equacgdes — especificamente, (2.5b) e (2.8a) — podem ser obtidas
diretamente a partir da energia cinética do corpo rigido e da férmula cinematica

deduzida na secdo 1.

2.3: ENERGIA CINETICA E QUANTIDADE DE MOVIMENTO

Seja um corpo rigido ocupando uma certa regido do espago V() € p(X() a
densidade de massa do corpo, com x() sendo as coordenadas de pontos do corpo
rigido em relacdo a um sistema de referéncias com origem em um ponto O € V); a
massa total m e a posi¢do X, do centro de massa sao definidos pelas expressoes

om= | p(xg) dVy;

Vo)

oM X, = .[ P(X(e) X0V,

Vo

ver (2.5a). Suporemos, a seguir, que a origem Oy seja deslocada para Om) = O +
Xm, 1SS0 €, que coincida com o centro de massa, € que 0 sistema (ey; ey; e;) Seja
trasladado para essa nova origem. Em relacdo a nova origem, a posicao de um ponto
do corpo rigido fica dada por xm) = X¢) — Xm € as componentes do tensor de inércia
Jm sao definidas pelas integrais

28

(2.8b)

(2.8¢c)

(2.93)



m 2 2 . m .
o Iy = ,[ PXy) (Vi + 2y ) WVii @ Ty =_I P(Xmy) Xy Y@V

Ve Vie
m 2 2 . m _ .
°dy = .[ P(Smy) (Zlmy + X{oy )WV © I, ——I P(X(my) Y myZmy AV (2.9b)
Ve Vie)
m 2 2 . m
° Jn = -[ P (Xl + Yim ) Vi3 © 5 :_J‘ P(X(my) Z(my X dVpo)-
Vo Vo

A energia cinética do corpo rigido é dada pela expresséo

=" '[ p(X(m))l:Xm,e TOA X(m):|2 dV(C) -

Vo

.2 . 2
=% I P(X(m)) [xm’e +2%,, -(m AX(m) ) + ((o AX(m) ) dVy,
Vo
com xme(t) sendo o vetor posicdo do centro de massa em relagdo a origem do sistema

fixo no espago; como x(m) sdo as coordenadas de pontos do corpo em relagéo ao
sistema fixo no corpo e com origem no centro de massa tem-se

. 2
Ip(x(m))-x(m)dv(c) =0 = T=% mxﬁme+ I p(x(m))((o/\x(m)) dV |- (2.9¢)

Ve Vo
Por definicdo, no entanto,

((0 7AN X(m) )2 = (X(m) AN (D)'(X(m) AN (J)),

0 -Zm Ym
Xy A® =] Z» 0 X | o
Ym  Xm) 0
e assim
2 2
Ym +Z(m) ~XmY(m) ~Z(mX(m)
((o/\x )Z—co‘ —X (22 +x2 ) Yy, 7 e
m) =0 mY(m) (m) T X(m) Y(mZ(m) :
2 2
~Z(mX(m) “YmZm) (X(m)+y(m))

Colocando essa expressdao em (2.9c) e utilizando (2.9b) obtemos finalmente
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T (X, @) =%mx: +%2 0 -J, o, (2.10a)

m,e’

ou seja: a energia cinética do corpo rigido € a soma da energia cinética de translacéo,
Y2 mx;, ., com a energia cinética de rotacdo (m = o e, +©, e, +o,e,)

m,e?

To =% [ p(x) (0 A% ) Vg =2 0", 0. (2.10b)

Vo

Quando a origem do sistema coordenado fixo no corpo coincide com o centro
de massa as energias cinéticas de translagdo e rotacao se desacoplam, simplificando,
como ja observado em (2.8a) e (2.8b), as equacdes do movimento do corpo rigido.
Esse mesmo resultado pode ser obtido de forma direta a partir da energia cinética
(2.10a), como elaborado a seguir.

De fato, introduzindo a notagéo

a_Wza\I/ex+a\lfe +6Wez
ov ov, * ov, ' ov

y 4

v=v.e +Ve +Vve, =

e observando que a quantidade de movimento generalizada pode ser definida como a
derivada da energia cinética em relacdo a velocidade generalizada tem-se

o P(t) =L —m-%, . (b)

Xme (2.11a)

Lo =20 =3, (),

onde P(t) é a quantidade de movimento linear do corpo rigido e L (t) é a quantidade
de movimento angular em relagcdo ao centro de massa. As derivadas em relacdo ao
tempo das quantidades de movimento generalizadas fornecem as forcas generalizadas
ou

DT =F(t) = m-X_ . =F(t);

o

2.11b
oL (2.11b)

Dt

[e]

=N, () = J,-0+oA(J, 0)=N,(),

com F(t) sendo a “forca generalizada” relacionada ao movimento de translacédo e o
momento N (t) sendo a “forca generalizada” relacionada ao movimento de rotacao.
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A lei de conservacdo da quantidade de movimento angular, a mais importante
e Gtil no estudo do movimento de um corpo rigido, ndo tem sempre a forma sintética
explicitada em (2.11b); como discutido no exercicio (2.3), em um sistema coordenado
fixo no corpo, com a origem Oy identificada pelo vetor posicdo x,¢(t) em relacdo ao
sistema fixo no espaco, sua expressao geral é dada por

o Ple N, 4N,
Dt '

C

(2.11c)
oN.y=— X, AP,

onde N¢(t) € o momento das forgas externas e N¢ 4(t) € um momento dindmico interno
que se anula em dois casos:

i) Quando a origem O, for um ponto fixo no espaco (x,, =0);
i) Quando a velocidade x, . de O, for paralela a P.

O caso (ii) ocorre, por exemplo, quando O = O(m) — isso € quando a origem
coincide com o centro de massa — mas € importante realcar que um momento do tipo
Nc 4(t) surge naturalmente no estudo do movimento de um corpo rigido no interior de
um fluido: como discutido no exercicio (2.4), a contribuicdo do fluido aparece como
“inércias”, denominadas “massas adicionais”, que dependem da direcdo do
movimento do corpo, implicando em um vetor quantidade de movimento P(t) nédo
alinhado com a velocidade de translacdo do corpo rigido. O momento N 4(t)
resultante, denominado momento de Munk, tem um efeito desestabilizador'® e é por
sua causa que apéndices estabilizadores, denominados “empenagens”, sdo colocados
na parte traseira de avides, submarinos, etc.

L LY
= oL
= Terra
(a) (b)

FIG.(2.3): Manutencdo do apontamento: L = cte.
(a) balistica; (b) satélite artificial.

% E importante observar, no entanto, que no problema fluido o momento N 4(t) tem uma origem
estrutural enquanto em (2.11c) ele aparece por uma questdo de representacdo: no caso fluido esse
momento causa uma instabilidade ao passo que aqui ele desaparece quando se translada a origem do
sistema coordenado de O, para Om).
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A conservacdo da quantidade de movimento angular é utilizada em diversas
aplicacBes. E utilizada na balistica, por exemplo, para manter a direcdo do projétil:
como indicado na Fig.(2.3), ele é ejetado do duto condutor com um “spin” — isso &,
com uma quantidade de movimento angular L — e como o0 torque externo
(gravitacional) é muito pequeno o projétil mantém essencialmente sua diregdo no
espaco pois L mantém-se “invariante”. O mesmo procedimento é utilizado para
estabilizar Orbitas de satélites: a forca gravitacional é contrabalancada pela centrifuga
e 0 momento externo é praticamente nulo. Atuadores agindo por um tempo
determinado estabilizam o satélite em uma dada atitude e ele nela se mantém por
conservacao da quantidade de movimento angular L.

Um exemplo mais prosaico, e talvez por isso mais facilmente assimilavel, é
fornecido pelo equilibrio de um ciclista na bicicleta. Na auséncia de movimento esse
equilibrio é certamente instavel; a partir do instante, no entanto, que o ciclista comega
a pedalar, a rotagdo rapida da roda gera uma quantidade de movimento angular L.,
com o sentido indicado na Fig.(2.4a). O deslocamento do centro de massa é paralelo
ao vetor quantidade de movimento linear P e se o ciclista se mantiver na vertical o
momento externo seré nulo: de acordo com (2.11c) L, conserva-se nessas condices,
o translado da bicicleta em linha reta se torna muito estavel e essa trajetoria so sera
alterada se um momento externo for introduzido. E por isso que o ciclista para efetuar
uma curva tem que pender seu corpo, introduzindo um momento externo e
modificando a direcéo de L, no sentido desejado, como indicado nas Fig.(2.4b,c).

(a) (b) (c)
FIG.(2.4): Quantidade de Movimento Angular: (a) Estabilidade de uma bicicleta em
translacédo uniforme (L, = cte.); (b) Torque aplicado; () L =L, + AL =L, + N-At.

A conservagdo da quantidade de movimento angular permite uma leitura
simplificada do movimento de um pido e é também o fundamento fisico de um
instrumento de navegacao muito utilizado — o giroscopio — mas esses problemas seréo
mais demoradamente estudados em outras partes do texto.

Encerramos esse item com a discussdo de um problema diretamente
relacionado com o giro da Terra — o péndulo de Faucault — e introduzimos esse
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assunto através de um exemplo trivial. De fato, consideremos um péndulo com a linha
de prumo na mesma vertical do eixo de rotacdo de um carrossel mas acima dele e
facamos o péndulo oscilar no plano vertical (x,z). O movimento do péndulo ndo é
afetado pela rotacdo do carrossel — esses movimentos séo certamente independentes —
e um observador colocado no carrossel vé o plano (x,z) de oscilacdo do péndulo girar
com a mesma velocidade angular do carrossel mas em sentido oposto: observando s6
0 movimento desse plano de oscilacdo ele é capaz de inferir o sentido e a velocidade
de rotacao do carrossel.

FIG. (2.5) : Péndulo de Foucault no P6lo Norte: O péndulo oscila em
um movimento quase retilineo enquanto a Terra gira embaixo dele.

O eixo de rotacdo da Terra coincide com a linha que une o Pélo Sul ao Pélo
Norte e se o0 versor k for definido nessa linha na direcdo Sul-Norte a velocidade de
rotacdo da Terra é dada por Q =QKk .

Se um péndulo de comprimento | for posto para oscilar no plano vertical (x,z)
a quantidade de movimento angular L, em relacdo ao vértice do péndulo é sempre
paralelo ao vetor j e o plano de oscilacdo (x,z) é fixo no espaco; se agora o fio de
prumo do péndulo coincidir com a linha Sul-Norte — isso é, se 0 péndulo estiver ou no
Polo Sul ou no Pdélo Norte — o péndulo oscila no plano vertical (x,z) em um
movimento quase retilineo enquanto a Terra gira embaixo dele. Em outras palavras: o
péndulo de Faucault € ele também um giroscopio pois a normal ao plano de oscilagao
aponta sempre para uma direcao fixa no espaco.

O plano de oscilagdo do péndulo gira lentamente no tempo — nos Pélos um
giro completo demora 24 horas — e é evidente que 0 movimento oscilatério cessa, em
geral, em uma fracdo minima do dia. Em outras palavras, o fendmeno proposto pelo
artefato de Faucault — a observacédo do giro da Terra — dificilmente sera detectado na
pratica a menos que condi¢cdes muito especiais sejam impostas. Para entender que
condigdes sdo essas a oscilacdo do péndulo deve ser discutida com um pouco mais de
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profundidade, como elaborado a seguir (ver também exercicio (2.5)). Assim, se 0
angulo 6(t) indicado na Fig.(2.5) for pequeno tem-se

o Lo(t) = (-Ik) A (mIB(0)i) = -mI*6(t)j| DL,

N, = 6+30=0, (2.12a)
o N, (t) = (16(t)i) A (-mgk ) = mglo(t)j | Dt l
a freqliéncia natural de oscilacdo do péndulo sendo dada por
o= (2.12b)

Se, como suposto, a oscilacdo for de pequena amplitude, 0 momento
dissipativo que amortece a oscilaco pode ser escrito na forma No ¢ =— 2mI*w(d6/dt),
com ¢ << 1 sendo a porcentagem do amortecimento critico; dessa maneira

0+2¢wb+w’0 = 6O(t)=0, e cos(wt). (2.12¢)

Em uma hora — e isso corresponde ao ponteiro de um reldgio de parede girar
de um angulo correspondendo a ¥ hora — a oscilacao decaira por um fator e % ~ 13.5%
se

S (2.12d)

indicando que o fendmeno pode ser observado se 0 amortecimento for muito pequeno
(€ = 0.1%) e o comprimento do péndulo for muito grande (I ~ 30m); em latitudes
menores a faixa de operacédo é ainda mais estreita e 0 movimento de rotacdo da Terra
induz ai uma forca na diregdo da normal a superficie terrestre desprezivel face a
atracdo gravitacional. Na realidade, o giro completo do péndulo de Faucault pode ser
observado se utilizarmos um mecanismo de controle que forneca energia ao
movimento oscilatério no plano vertical (x,z): como £ << 1, pequenos impulsos no
plano vertical (x,z), que roda lentamente no sistema fixo na Terra, podem fornecer a
poténcia necessaria para manter o péndulo oscilando indefinidamente; a poténcia
média que deve ser fornecida em um ciclo de oscilagéo € da ordem de £-mg(g/®)-6, o<
m|1/2.
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2.4: EQUACOES DE EULER DE UM CORPO RIGIDO

As equacOes de translacdo e rotacdo de um corpo rigido se desacoplam
guando a origem do sistema coordenado fixo no corpo coincide com o centro de
massa Omy. Nesse caso a equacdo de rotagéo do corpo rigido fica dada por (2.8b) e
veremos, a seguir, que uma escolha apropriada dos eixos coordenados simplifica
ainda mais essa equacéo.

O ponto de partida é observar, da expressao da energia cinética de rotacao,

T (0) =% [ p(x) (@ A X4y ) AV =% @' -3, -0, (ver (2.10b))

Vo

que o tensor de inércia Jm € representado, na base ortonormal {ex; ey; e,}, por uma
matriz (3x3) simétrica (ver (2.6b)) e positiva-definida, isso €

020 © 0'-J -0>0. (2.13a)

Supondo agora que em relacdo a uma certa base ortonormal {e;; e,; e;} 0
tensor de inércia Jr, seja representado por uma matriz diagonal — isso é, que Jm = J1;
Jz; J3] — a expressdo da energia nesse sistema coordenado define uma superficie
conica, especificamente o elipsoide (pois Jx > 0; k =1,2,3)

o J o +J,- @5+, 0: = 27, (0) = cte.; (2.13h)
o M =M, +1,8, +0,e,,

com {e;; e, e;} indicando as dire¢bes dos eixos principais da conica: se J1 < Jo < J3,
0 eixo maior esta na direcdo e;, 0 menor na direcdo e; e o intermediario na direcao e,.
A equacao desse elipsoide em relagdo a eixos coordenados arbitrarios {ey; ey; e;} €
dada por (2.10b) com

o, o, J 0 O
w, =T v0,r = J,=T-{0 J, 0T, (2.13c)
(OR o, 0 0 J,

onde T é uma matriz ortogonal. Parece razoavel imaginar que quando T varre 0
“conjunto das matrizes ortogonais” e Ji; < J, < J3 0 “conjunto dos nUimeros reais
positivos”, as matrizes J,, geradas a partir de (2.13c) devem varrer o “conjunto das
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matrizes simétricas positiva-definidas”. Esse resultado, recorrente em diferentes
capitulos da Fisica-Matematica, sera demonstrado a seguir.
Definindo, para efeito de normalizacdo, ® = || @ || e, com e sendo o0 versor na

direcdo de ®, tem-se

o T.(e)=%¢e"-J_-€;
o [[elf=e'-e=1,

e o0 problema de determinar as direcdes principais reduz-se a determinacdo dos
valores méximo, minimo — de uma forma genérica, dos “valores estacionérios” — da
fungéo 7x(e) restrita pela condicao |le|| = 1.

Em uma linguagem mais analitica, se e, for uma dessas dire¢des principais e
de for uma perturbacéo de ordem 6 << 1 em e,, a condi¢ao de estacionariedade fica
dada por

8IZVR = 7VR(eo +6e)_TR (eo) = 0(62)
com (3e'-e,)=0(),

pois ||e, + de || = 1.

Agora bem: o valor estacionario (minimo ou maximo) de (2.14a) seria obtido
pela derivada simples da funcdo em relacdo a sua variavel nao fosse pela restricao ||e||
= 1 imposta. Poderiamos, Obvio, utilizar essa restricdo para eliminar uma das
componentes de e e obter assim uma funcdo das duas varidveis independentes
restantes. No entanto, a eliminacdo direta desse vinculo, como antes no problema
dindmico de um agregado rigido de particulas, é possivel mas analiticamente um
pouco complexa; mais que isso, é deselegante, e a procura da elegancia leva aqui,
como de resto em inumeros problemas da Fisica-Matematica, ao descortino de uma
estrutura muito mais rica'* e fértil.

No caso em pauta, 0 mesmo Lagrange, que introduziu o Principio dos
Trabalhos Virtuais para eliminar as forgcas de vinculo, introduziu aqui também um
procedimento analogo, denominado na literatura de “multiplicadores de Lagrange”.
A idéia bésica consiste em modificar a expressdo da energia cinética por uma
expressdo da forma — %2 A(e'-e — 1) com A sendo o multiplicador de Lagrange; assim

" poincaré, um dos maiores matematicos do final do século XIX, com fundamentais contribuicdes para
a Matematica e Mecanica, dizia que a invencdo na Matematica era medida ndo por seu rigor mas pela
fertilidade dos conceitos por ela engendrada; e que o Unico critério para identificar a fertilidade ou ndo
de uma dada teoria era essencialmente estético. Ver Hadamard, J. (1954)*“The Psychology of Invention
in the Mathematical Fields”, Dover.

36

(2.14a)

(2.14b)



T,(e;2) =t e' -, -e-¥ L(e' -e-1), (2.15a)

onde 7y(e; L) = Zx(e) quando ||e|| = 1.
Derivando 7,(e; A) em relacdo as suas variaveis e igualando a zero obtém-se

o oy o J., -e=\e;

aaTe (2.15b)
o %00 = e =1

o

e é trivial verificar que se {e.; Ao} for solucdo de (2.15b) entdo nédo sé ||eo|| = 1 mas
também

8T, =T, (e, +5e)-T,(e,)=5e"'-J, -e,+O(°) =
=1,-(3e"' e, )+0(5") = 0(5°),

para todo de tal que ||e, + de|| = 1, ver (2.14b): o problema de minimizar 7Zz(€e) sujeito

a restricdo ||e|| = 1 reduz-se ao problema de valor caracteristico (2.15b).

A simetria de J,, impde a condicdo Imag [(e)" Jm - €] = 0, onde Imag [] é a
parte imaginaria do nimero entre colchetes, e portanto A é real e positivo pois a
matriz Jp, é positiva definida: (€)' Jm - e >0 para e # 0. O polindmio caracteristico

p(h) =det(AL -3, ) =(A—3,)-(A=3,)-(2-3,) (2.15¢)

tem assim trés raizes reais e positivas 0 < J; < J, < J3 e 0s vetores caracteristicos {e;
e,; e,} definem uma base ortonormal de R® pois |ley|| = 1 e*?

oJ e, =Je, = e.J .e =Jel -e.;
0oJ. -e=Je = el -e=Je ¢e;

Seja agora x = x;e; + X,€; + Xs€; um vetor arbitrario de R® observando que
Jmx=X;(Im* €1) + X (Im- €2) + X3 (Im- €3) Obtém-se

12 Utilizando a identidade () Jm-ex = (e)"-Jm-ei, pois J, é simétrica, e subtraindo uma equacio da
outra a relagdo (2.16a) pode ser deduzida quando Ji = J;. No caso de raizes multiplas (Jx = J;) 0 mesmo
resultado pode ser obtido, como elaborado no exercicio (2.7).
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J, 0 0] [x
Jo-x=[0 J, 01X,
0 0 J3| X

ou, em outras palavras: o tensor de inércia é diagonal na base {e;; e,; e;} e essa base
define os eixos principais de inércia do corpo (ou, em uma linguagem mais
geomeétrica, os eixos principais do elipsoide Zz(®)).

Resumindo: dada uma certa distribuicédo de massa p(x()) de um corpo rigido o
centro de massa Xm é determinado pela relacdo (2.9a); deslocando a origem do
sistema coordenado fixo no corpo para o centro de massa, o tensor de inércia J, é
determinado pelas integrais (2.9b) e os eixos principais de inércia pelo problema de
valor caracteristico (2.15b). Em relacdo a esses eixos coordenados a equacgédo dinamica
de rotacdo do corpo rigido (2.8b) fica dada pelo sistema

o Jyo +(‘]3 _32)603032 = Ny (t);
° J,m, +(J1_J3)0310)3 = N, (t);
0 Jy03 +(J, —J; ) 0,00, = Ny(t),

com Np(t) = Ny(t)e, + Ny(t)e, + Ni(t)es. Essas sdo as Equacbes de Euler de um corpo
rigido, que integradas conjuntamente com as equac6es cinematicas (1.11) fornecem,
em cada instante do tempo, a posi¢do do corpo. O sistema completo é ndo-linear e
acoplado pois, em geral, 0 momento N (t) depende da atitude (posi¢édo) do corpo. Em
alguns problemas importantes, no entanto, 0 momento externo é muito pequeno e
pode ser desconsiderado em primeira aproximacdo; isso ocorre, por exemplo, no
estudo do movimento dos planetas e satélites onde as forcas de atracdo (gravidade) e
de repulsdo (centrifuga) se compensam e 0 momento externo resultante, devido as
pequenas assimetrias na distribuicdo de massa dos corpos, € muito fraco: nesses casos
podemos supor Nm(t) =0 e (2.17) se desacopla de (1.11).

Quando Np(t) = 0 o sistema (2.17) admite trés solucBes estacionarias triviais, a
saber: {®; = wo; 0, = m3 = 0}; {0, = 0o; ®; = w3 = 0} € {w; = wo; ®; = w, =0}. A
primeira é uma rotacdo em torno do eixo de menor momento de inércia e;, a segunda
em torno do eixo de momento de inércia intermediario e, e a terceira em torno do eixo
de maior momento de inércia e;.

Essas solucdes estacionarias existem, € Obvio, mas sO serdo observadas se
forem estaveis, isso &, se pequenas perturbacdes iniciais, inevitaveis no mundo real,
ndo forem amplificadas com o tempo. O estudo da estabilidade de uma solucéo
estacionaria é classico e segue, em esséncia, 0 seguinte roteiro: dada a solucédo
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estacionaria — por exemplo, {®,; = ®o; ®, = w; = 0} — considera-se uma perturbagado
pequena {dw,(t); dw,(t); dws(t)}, da ordem &, obrigando que a fungdo perturbada
{®(t) = 0o + dwy(t); wy(t) = dw,(t); ws(t) = dws(t)} seja também solucdo de (2.17). Se
a solucdo estacionéria for estavel a perturbacdo {dm,(t); dw,(t); dws(t)} permanece da
ordem & e termos da ordem &° (ou eventualmente de ordem superior) podem ser
ignorados em (2.17): essa equacdo torna-se entdo linear, possuindo solucdo da forma
exponencial e" com p = 6 + . Se o < 0 a perturbagdo ou permanece da ordem & (o
= 0) ou decresce exponencialmente para zero (c < 0) e a solucdo estacionaria {w, =
wo; m; = m3 = 0} serd estavel; caso contrario, se ¢ > 0 a perturbacdo crescera
exponencialmente com o tempo e a solucdo estacionaria sera instavel.

Esse roteiro, ja foi dito, € geral e sera exemplificado aqui no estudo da solucéo
estacionéria {®w; = wo; ®, = ®; = 0} do sistema (2.17) com Np(t) = 0. Colocando
{®(t) = @ + dw,(t); my(t) = de,(t); ws(t) = dws(t)} em (2.17) e desprezando termos da
ordem &° obtém-se

o 3,80, =0
0 3,800, +(3, = Jy) 0,500, = O; (2.18a)
o J,80d, +(J, —J, ) 0,80, =0,

A solucdo da primeira equagdo é dm,(t) = dw,(0) e permanece, portanto, da
ordem & por todo o tempo. Eliminando dws(t) na terceira equacdo e utilizando na
segunda a seguinte equacao resulta para dw,(t):

(‘Jl _Js )(‘Jz _'Jl) , .
Jz‘]a

8, +Q-8w, =0; Q=-

O mesmo procedimento pode ser repetido para as demais solucgdes
estacionarias obtendo-se sempre uma equacao da forma

S+ Q- 8w =0 (2.18b)
J,-J;)(J,-J
o Q:—( 1=3s) (%, l)w0>0 para {w, = 0,;0, = o, =0};
‘J2‘J3
J,-J,)(J,-J
com o Q:—( 2 3)5 & 2)030<O para {0, =w,;0, =0,=0}; (2.18c)
1™~3
3,-3,)(3,-3
o Q:—( s =32) (% 3)0)0>0 para {m, =0,;0, =0, =0}.
‘JZJl
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A solucdo geral de (2.18b) é da forma e" com p sendo raiz da equagdo
caracteristica

° Q>O:>u=ii\/5 (G=0);

2
pw+Q=0 =
0o N<0=p=JQ (cs>0).

Confrontando (2.18d) e (2.18c) conclui-se que as rota¢cdes em torno do menor
eixo de inéercia e; e do maior e; sdo ambas estaveis, pois entdo Q > 0; ja a rotacdo em
torno do eixo e,, onde a inércia tem valor intermediario, é sempre instavel pois Q < 0.

O problema, na realidade, € um pouco mais complexo e por uma razdo muito
simples: ao supormos Npn(t) = 0 nessa andlise estamos desconsiderando pequenos
““efeitos ndo modelados™, como a dissipacdo, por exemplo, e a inclusdo deles pode
fazer surgir, no caso Q > 0, uma raiz da equacéo caracteristica com uma parte real que
tanto pode ser negativa como positiva: no primeiro caso a conclusdo final seria a
mesma mas no segundo a rotacdo suposta estavel seria na realidade instavel, pois ¢ >
0 por menor que fosse a intensidade desses efeitos ndo-modelados. Sistemas com ¢ =
0 sdo exemplos de sistemas ditos “estruturalmente instaveis” e eles merecem uma
analise mais detalhada; em particular, essa questdo tem, no problema em pauta, uma
relevancia préatica que ndo pode ser ignorada, como discutido mais adiante.

As equacdes (2.17) simplificam-se ainda mais quando a equacao caracteristica
do tensor de inércia tem raiz dupla J; = Jo; isso ocorre, por exemplo, quando o corpo
rigido for um corpo de revolucdo com distribuicdo axi-simetrica de massa e muitos
satélites e planetas satisfazem, grosso modo, essa condicdo. Com o intuito de
simplificar a notacdo, suporemos aqui que o eixo de revolucéo seja e;, como indicado
na Fig.(2.6a), designando por J; 0 momento de inércia em relacdo ao eixo de
revolucdo, independente desse valor ser 0 maior ou menor momento de inércia do
corpo; 0 momento de inércia em relacdo aos eixos {e;; e,} serd designado por J;.
Supondo Np,(t) = 0 as equacdes (3.17) ficam entdo dadas por

o Jyiy +(J5 —J;) 000, =;
o Jy0, +(J,—J; ) o0, =0;
0 3y, =0,

com solucdo m; = cte. e

o @, (t) =(an, )-cos(Qt);

Q:sinal(Jg—Jl)-M-m3 = _
J, o ,(t) =(aw, )-sin(Qt).
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(a) (b)

FIG. (2.6): (a) Corpo de revolucdo em torno do eixo principal e;; (b) Movimento de
precesséo do eixo e; em torno da direcéo fixa no espacgo L, 0 momentum angular.

Definindo o médulo do momentum angular L pela expressdo Js-w,, 0 modulo
da velocidade angular no plano {e,; e,} foi escrita em (2.19b) como a parcela aw, da
velocidade angular wo; 0 giro do vetor e(t) = cos Qt e; + sin Qt e, no plano {e;; e,} é
no sentido anti-horario, como indicado na Fig.(2.6b), se J3 > J; (Q > 0) e no sentido
oposto se J; > J3 (2 <0).

O momentum angular é dado por

oL :Jl(a(oo)[coth e, +sinQt e2]+J3m3e3;

o IILI| = 3y, =3 (a0, )’ + 3202,

e com o auxilio de (2.19b) a identidade DL/Dt = dL/dt + @A L = 0 pode ser
diretamente verificada: 0 momentum angular L é um vetor fixo no espago (Nm(t) =0).

De (2.19b,c) conclui-se que o vetor L roda em torno de e; na superficie conica
de &ngulo 6 com a velocidade angular Q, ver Fig.(2.6b); na realidade, como L é fixo
no espago um observador também fixo no espago Vvé o eixo de rotacdo e; rodando em
torno de L em um movimento denominado “precessdo”; o angulo de precessédo 6
pode ser expresso na forma (ver (2.19c) e Fig.(2.6b))

. J
o sinf=a-%;
3
()
o c0sO=—2,
()]

0
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e define a “atitude” do corpo rigido em relacdo a uma direcdo espacial pré-fixada;
reciprocamente, observando o movimento de precessao do eixo de rotacdo em relacdo
a um eixo espacial pode-se inferir a direcdo espacial de L.

A energia (cinética) do movimento de rotacdo € dada pela expressdo habitual

E =33, (0 +02) + 3502 | =3[, (a0, ) + 3,02,
mas pode também ser expressa, em termos do angulo de precessdo 6, na forma

E(0) =%J, - o {1+(j—3—1}in2 e} : (2.20D)

1

Considerando movimentos de rotacdo com mesma intensidade Jsw, do
momentum angular e sendo E, = E(0) a energia quando o corpo roda em torno de e;, a
expressao (2.20b) mostra que o movimento de precessdo tem energia maior que E,
quando Jz > J; (“corpo moeda” na Fig.(2.7)) e menor no caso contrario (“corpo
charuto” na mesma figura).

48
= ]
Js> Jq J:s < Jy
(a) (®)

FIG.(2.7): (a) Corpo de revolugdo com Jsz > J; (“moeda™);
(b) Corpo de revolugédo com J; < J; (“charuto”).

Em um movimento de precessdo do “corpo moeda” a energia E(0) > E, e na
presenca de dissipacédo a energia tende a diminuir, ou seja: E(6) — E, no limite t — o
e a rotagdo em torno do eixo de revolucéo é assintoticamente estavel** no caso J; >
Ji. De outro lado, em um movimento de precessdo do “corpo charuto” a energia E(0)
< E, e na presenca de dissipacdo a energia tende a diminuir, se afastando ainda mais
de Eo: a rotagdo em torno do eixo de revolucdo é instavel na presenca de forcas

dissipativas no caso Js < J;.

3Uma solucdo estacionéria é dita “assintoticamente estavel”” quando uma pequena perturbacio ndo s6
permanece pequena como efetivamente tende a zero no correr do tempo.
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Esse resultado pode ser obtido diretamente a partir de (2.20b): supondo
invariante'® a intensidade Jsm, do momentum angular e derivando em relagdo ao
tempo a energia obtemos

d—E=J3co§ % _1sin0coso- 29
dt J, dt

Na auséncia de dissipac¢do dE/dt = 0 e portanto d6/dt = 0, independente do fato
de J; > J; ou J3 < J;, confirmando o estudo de estabilidade efetuado anteriormente,
ver (2.18c,d). Na presenca de dissipacdo dE/dt < 0 e do/dt < O se e somente se J3 > Ji;
no caso Js < J; tem-se do/dt > O e a presencga de dissipagcdo, por menor que seja,
desestabiliza 0 movimento de rotagdo em torno do menor momento de inércia: o
angulo de precessdo cresce continuamente com o tempo pois dé/dt > 0. E nesse
sentido que o modelo matemético utilizado no estudo da estabilidade das solucgdes
estaciondrias é ““estruturalmente instavel””, na medida que pequenas alteracGes na
“estrutura” do modelo — a introducdo de uma dissipagdo incipiente, por exemplo —
corrompem conclusdes previamente estabelecidas pelo “modelo ideal”.

Essa discussdo teodrica tem importantes conseqiiéncias praticas. No final da
década de 50 Russia e USA estavam envolvidas em uma acirrada corrida espacial e 0s
maiores cientistas desses dois paises participavam ativamente desse empreendimento.
Em 1958 os USA lancaram o Explorer | Satellite, estabilizado por rotagdo em torno
do eixo menor de inércia (tinha a forma de “charuto” da Fig.(2.7b)). Ap6s uma
revolucdo em torno da Orbita (aproximadamente 90 minutos) o Explorer | estava
tombado em um angulo 6 = 60° ao invés de estar girando na posi¢do desejada 6 = 0°.
Verificou-se, posteriormente, que a minima dissipacéo de energia’® na antena flexivel
do satélite foi responsavel pela instabilidade observada e a partir do Explorer | os
satélites estabilizados por “spin” passaram a ter a forma de “moeda” indicada na
Fig.(2.7a).

Na secdo 4 algumas outras aplicacbes da dindmica de corpos rigidos serdo
analisadas.

4 Como discutido no exercicio (2.8), a perturbacdo dissipativa modifica prioritariamente a direcéo do
momentum angular L, deixando praticamente invariante seu médulo.

5 \Ver Thomson & Reiter (1960), “Attitude Drift of Space Vehicles”, The Journal of Astronautical
Sciences, pp. 29 — 34.
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2.5: EXERCICIOS
2.1: (Trabalhos Virtuais) Sejam {Fi(t); i = 1,2,...,N} as forcas externas nos N pontos
materiais considerados no item (2.2) e {&x'(t); i = 1,2,...,N} os deslocamentos virtuais

desses pontos materiais. Pede-se:

a) Considerando a mudanca de origem O() — Om) do sistema coordenado com

(©)

X(e) = X + X

mostrar que
i

(m)>

(c)
°© 0X,, =O0X,, +O0A X,

o 8x' =08xX,, +30 A X =X, +30 A X

COM OXce € 8Xme SeNdo 0s deslocamentos virtuais de O e Omy;

b) Utilizar a expressao do trabalho virtual (ver (2.4b))

o1 = ZN:Fi (t)-8x' =F(t)-8x,, + N, (t)-80 = F(t)-8x, . + N, (t)- 30,

para derivar a identidade (ver (2.8¢c))

Nm(t) :Nc(t)_xm AF(t)

* * *

2.2: Considerando a mudanca de origem definida no item (a) do exercicio anterior,
pede-se:

a) Mostrar que

J. =3J, +AJ;

AJ-v=—m-X_ /\(Xm /\V);
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b) Utilizar as identidades (ver (2.8b))

Jn-0+oA(J,-@)=N, (1) =N (t)—x, AF();
J. =J, -AJ,

e (2.5c) para derivar a relagédo

D?x,, : :
X, AF(t)—m- o +J.-a+oA(J,-0)=N(t);

c) Verificar, com o auxilio de (2.5b), a expresséo (2.8a).

* k% *

2.3: (Conservacao da Quantidade de Movimento Angular) Seja O a origem de um
sistema coordenado fixo em um corpo rigido e {ex; ey; e,} 0S versores desse sistema.

Sejam também x,¢(t) 0 vetor posicdo de O em relagdo a um sistema de coordenadas
fixo no espaco e o(t) =, (t)e, + o, (t)e, + o, (t)e, a velocidade angular. Pede-se:

a) Se m for a massa do corpo e X, for o vetor posicdo do centro de massa no sistema
coordenado utilizado, mostrar que a energia cinética é dada por

T (%, 0)=Ym-x, +mx, -(0AX, )+ 0'J, -0;

b) Fazendo J; = Jm + AJ mostrar que

o P(t)za,—sz-Xoﬁm-Dxm =M-X, ;
0X, ’ Dt ’

L= _x APM®)+I_ -0,
om

e interpretar a expressdo da quantidade de movimento angular L¢(t);

c) Com o auxilio de (2.8c) verificar a relacéo (ver (2.11c))

DL & AP=N,.
Dt °

* k% *
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2.4: (Momento de Munk) A fuselagem de um avido, esquematicamente representada
na figura abaixo, pode ser identificada com um corpo de revolugédo alongado e seja U
= Uyex + Uyey + Uze, sua velocidade. Pode-se supor Uy = 0 e U, << Uy uma
perturbacdo causada na velocidade de avango Uy por uma turbuléncia atmosférica. O
angulo de ataque é o = U,/Ux << 1 e devido & quebra de simetria no escoamento (o #
0) surge na aeronave um momento aerodinamico N = Nyey, denominado momento de
Munk. Pretendemos verificar se esse momento tende a aumentar ou diminuir o angulo
de ataque o no primeiro caso a aeronave serd direcionalmente instavel e s6 podera
manter seu curso ou por um continuo acionamento das superficies de controle (aireldo
(“aileron”) nas pontas das asas, leme (“rudder”) na empenagem vertical e profundor
(“elevator”) na horizontal) ou por superficies fixas (empenagem) que contrabalancam
0 efeito do momento de Munk. Pede-se:

empenagem

a) Quando o avido se desloca através do ar ele induz um escoamento no fluido, tanto
mais intenso quanto maior for a perturbagcdo causada. Justificar por que a energia
cinética do fluido pode ser expressa na forma,

7; zl/z[Mxx U>2< +Mzz Ui]’

onde My, a massa adicional para movimento longitudinal, é muito menor que M, a
massa adicional para movimento lateral;

b) Mostrar que
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o P(t) =M, U, (t)e, + M, U, (t)e,;
o Lo () =R(t) AP(V);

b) A forga F(t) e momento N(t) aplicadas no corpo s&o iguais e de sinais contrarios &
forca e momento aplicadas no fluido. Mostrar que®®

_‘Z_T =-[M,U,e, +M,Ue, |;

oN=-N,=-UaP=(M, -M_)Ula e,

OF:

e verificar que 0 momento de Munk é desestabilizador. Mostrar que a empenagem na
ré da aeronave mobiliza uma forca de sustentacdo e um momento com sinal oposto ao
do momento de Munk ;

c) Se a fuselagem for uma superficie de rotacdo, como suposto, Mz; = parV(fus) Onde
Virus), 0 volume da fuselagem, pode ser escrito na forma V(sus) = % mdm>leq), COM dp
sendo o maximo diametro e leq 0 comprimento equivalente da fuselagem; de outro
lado podemos desprezar Myy face a Mz para um corpo alongado como esse. O
coeficiente de sustentacdo na empenagem pode ser estimado pela expressdo

L

N

" Yp, US

(emp)

=210,

COm Semp), a area da empenagem, podendo ser aproximada por % s%emp), COM Seemp)
sendo a envergadura total da empenagem (verificar essa aproximagdo no esquema
apresentado na figura acima). O momento devido a empenagem estabiliza a aeronave
se for maior que 0 momento de Munk. Mostrar que essa condi¢do é satisfeita se

S
(emp) z\/z
d

m

Essa condicéo é realista para as aeronaves usuais?

* k% *

6 A forca F no corpo é dominada por efeitos viscosos ndo incorporados nessa analise; veja, em
particular, que nesse modelo a for¢ca no corpo anula-se para um movimento ndo acelerado, um
resultado certamente discordante com as evidéncias experimentais. O Momento de Munk, no entanto, é
ndo nulo mesmo para velocidade uniforme e o valor estimado por essa expressao é proximo do valor
observado experimentalmente.
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2.5: (Péndulo de Faucault): Considerando um sistema coordenado x(¢) = X)i + Y(oj +
Zok que gira com velocidade angular @ em relagdo a um sistema coordenado fixo no
espaco (sistema inercial) pede-se:

a) Se ® ndo variar com o tempo mostrar que a equagdo que rege 0 movimento de uma
particula de massa m sujeita a uma forca externa F é dada por (ver (1.9a))

m-X =F—2m(m/\x(c))—m (,!)/\((D/\X(C)).
Identificar as parcelas do lado direito nessa equacao;
b) Seja um sistema coordenado x) = (X«);Y(c);Z(¢)) tangente a superficie terrestre na

latitude @, com o eixo z(, apontando na dire¢éo da vertical local, conforme indicado
na figura abaixo, e 0 eixo X tangente ao meridiano.

N

el

Sendo Q = 21t/24 rad/hora a velocidade angular de rotacdo da Terra, mostrar que

Q=—(Q-cosq)i+(Q-sine)k.

Observando que a velocidade vertical da massa € desprezivel — ver item (c) —
justificar porque podemos ignorar a contribuicdo da parcela (€2-cos ¢)i;

c) Se t for a tenséo no cabo, 6(t) o angulo do péndulo e (R;a) forem as coordenadas
polares no plano horizontal (X«); Y(c), derivar a equagao do péndulo

o MX, =—(t-sinB)cosa +2m(Q-sing)-y,, +m(Q-sin(p)2-x(c);
o my, =—(t-sin0)sina—2m(Q-sing)-y., +m(Q-sin (p)2 Yo

o MZ, =-mg+1-Cosb;
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c) Supondo 6 << 1 e utilizando as aproximagdes

Zy =-cos6(t) = 1+ O(6%);
R(t) =1-sin6(t) = I -6(t) + O(6°),

verificar que o movimento do péndulo reduz-se ao plano horizontal e € regido pelas
equacdes
. 0] . . . 2 .
° Kot %o =2(Q-sing) -y, +(Q-sing)”-X;

° Yo +?—y(c, =-2(Q-sing)-y, +(Q-sin ‘P)Z Yoy

d) Utilizando as coordenadas polares {X) = R(t)-cos a(t); Y = R(t)-sin a(t)} mostrar
que a (Unica) solucdo do sistema acima é dada por

oa=— Q-sing;

oﬁ+%R:Q

Interpretar esse resultado identificando a “for¢a” que faz o plano vertical de oscilagao
do péndulo girar. Qual € a velocidade e o sentido desse giro?

* k% %

2.6: (Ciclones e Circulacdo nos Oceanos): Pretendemos estudar alguns aspectos
globais do escoamento do ar (da agua) na atmosfera terrestre (no oceano). O raio
terrestre é da ordem de 6000km e a atmosfera (ou 0 oceano) tem uma espessura da
ordem de 20km (ou uma profundidade da ordem de 4km)®’: em larga medida,
portanto, o deslocamento de grandes massas de ar (ou de &gua no oceano) se da no
“plano horizontal” xi = Xi + Y(oj € seja u(xn,t) = u(xn,t)i + v(xnt)j 0 campo de
velocidades no fluido. Supondo fluido ideal — isso é, ignorando a influéncia da
viscosidade do fluido — a Unica for¢a de contacto é a pressdo po(xn,t). Pede-se:

~Pon n: normal apontando
para fora de V.

" A profundidade do oceano comparada com a sua extensdo estd, grosso modo, na mesma proporcao
que a espessura de uma folha de papel A4 para seu perimetro.

49



a) Tomando uma particula fluida de volume V — 0, utilizar o Teorema da
Divergéncia para mostrar que

F=—[p,n dS=—[Vp,dV =-Vp,-V+O(V*);
S \%

b) No plano horizontal a unica “forca externa” aplicada a particula fluida é F = —
Vpo-V. Se p for a densidade do fluido e a(xn,t) for a aceleracdo da particula fluida no
plano horizontal, utilizar a expressdo do item (a) no exercicio (2.5) para mostrar, no
limite V — 0, que

opa+2p@)shu®(kAu)=—Vpo—p“)SHHMZkA(kAxh)

o divu=0.

Nota: Como no exercicio (2.5) a parcela (Q-cos ¢)i do vetor Q pode ser ignorada
pois 0 movimento no plano vertical é desprezado na presente discussao.

c) Definindo
p=p, —%p(Q-sine) (X5, + ;)

mostrar que 0s campos de velocidade e “pressdo” satisfazem as equagoes

o pa+2p(Q-sing)(kAu)=-Vp;

o divu=0;

d) Suponha que a massa fluida, inicialmente parada, comeca a se movimentar sob a
acdo de um certo campo de pressdo. Mostrar que no inicio essa massa fluida tende a
se deslocar das regides de alta pressdo para as regides de baixa pressdao, como
esquematicamente indicado na figura (a) abaixo.

(@) (hemisfério norte) (b)

isobaras
ot <o)

alta . (ciclones)
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Mostrar também que paulatinamente a parcela de Coriolis 2p(€2-sin ¢)(kau) tende a
desviar a particular fluida para a direita no hemisfério Norte (¢ > 0) e para a esquerda
no hemisfério Sul (¢ < 0).

e) No sistema de referéncias preso na Terra a aceleracdo da particula fluida é dada

pela expressao,

azzt—u+(u-V)u,

a parcela convectiva (u-V)u aparecendo nessa expressdo porque o campo de
velocidades u(xp,t) € uma propriedade de pontos do espago e a aceleracdo € uma
propriedade da particula fluida que passa por x, no tempo t (descri¢do euleriana). Nos
grandes movimentos de massas de fluido o campo de pressdo permanece
“estacionario” por um longo intervalo de tempo t, (da ordem de um dia, por exemplo)
e varia no espaco em uma longa escala de comprimento |, (da ordem de centenas de
kilometros, por exemplo). Como o campo de velocidade “herda” a escala de tempo 1,
e de comprimento |, do campo de pressdo, mostrar que mesmo para ventos
relativamente intensos (com velocidade da ordem de 50km/h) tem-se

a<<2(Q-sing)u
pelo menos nas latitudes relativamente altas (sin ¢ = O(1));

f) Quando a aceleracdo a € desprezivel face a aceleracdo de Coriolis mostrar que o
campo de velocidades fica dado por

oy -1 op
P 2p(Q-sing) oy’
1 op

o =

97 2p(Q-sing) X
Qual a divergéncia desse campo de velocidades? E o rotacional?

g) O campo de velocidades ug € denominado de ““aproximagéo geostrofica”. Mostrar
que ele ¢ paralelo as is6baras (linhas de pressdao constante), e ndo ortogonal a elas, e
circula no hemisfério Norte no sentido anti-horario e no hemisfério Sul no sentido
horério (ver figura acima) em torno do ponto de pressao minima;

* * *
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2.7: (Raizes Multiplas do Polindmio Caracteristico) Seja p(A) = det (AW I —Jm) = (A —
J1)%(A — J3) o polindmio caracteristico do tensor de inércia Jy, com raiz dupla Ji. Se
Jm-e; = Jze; e {e;; e,} for uma base ortonormal no plano perpendicular a e, pede-se:

a) Mostrar que em relacdo a base {e;; e,; e;} o tensor de inércia Jy = Jn' é
representado pela matriz

‘]ll ‘]12 0
‘]12 J22 0 ’
0o 0 J,

b) Verificar a identidade

A=y iz :(X—J )2
‘]12 7“_‘]22 '

e mostrar que ela implica nas relac6es Jy, = J, = J1 € Ji, = 0;

c) Seja e = cosb e, + sind e, um versor arbitrario no plano {e;; e,}. Mostrar que
J,-e=Je.

* k% *

2.8: (Explorer 1) Supondo um corpo de revolucdo girando em torno de seu eixo de
rotacdo e; com uma precessao 0, como indicado na figura, seja AN (t) 0 pequeno
momento devido a forcas dissipativas ndo modeladas. Utilizando as equacbes do
movimento

o Jyiy +(J5 —J;) 0,00, = AN (1);
o Jiid, —(J5 —J;) 0,00, = AN, (1); ou % =AN, (1),
o Jy; = ANy(t);

pede-se:

a) Mostrar que
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dE
" =AN,-®, + AN, -®, + AN, - o;;

o

2
° im:ANl-wl+AN2-w2+J—3AN3-w3=d—E+ J—S—l AN, - o,
2J, dt J, d | J;

e verificar a relacéo

—d”L”:O < AN, LL;

dt
Nota: Na analise da estabilidade do Explorer | supds-se que ||L|| = Jsw, = cte. A
intencdo primordial deste exercicio € verificar a veracidade dessa hipdtese.

b) O satélite Explorer | possuia uma antena flexivel ao longo de seu eixo de rotacéo
e;, como indicado na figura. A antena esta engastada no ponto (F) do satélite e
podemos supor, em primeira aproximacdo, que a massa m da antena esteja
concentrada em sua extremidade, distante | do centro de massa (CM). O comprimento
da antena é b, com b < 1, e sua flexibilidade pode ser emulada por uma mola
flexional K¢ em (F).

Pretende-se mostrar, a seguir, que devido a acdo das forcas giroscépicas a antena
vibra no plano {es;; e}, que contém o vetor de momentum angular L. Aguns
resultados preliminares sdo necessarios. Assim, utilizando a expressdo (ver (2.19b);
(2.20a)),

® :(:]]imosin eler +m,C0sO e,,
1

e a formula cinematica Df/Dt = df/dt + o A f, derivar a igualdade
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Dt* J, ® X

(]

2 2
D7e, :‘]—3co§ sin 6(0036+£]er —(J—?’j w’ sin® Oe,

e mostrar que a forca de inércia na massa m da antena é dada por (Principio de
D’Alembert, ver (2.2a))

2
F,=-ma, =mol % 6in6| coso+ 2 e - = sin®0e, |;
Jy , J

c) Relembrando as defini¢cbes {Q/w; = (J3 — J1)/J1; wilw, = cos 0}, verificar a
igualdade,

2
F=-ma,_= mmﬁl{j—"’j sin[ cos0 e, —sind e, |,

1

e mostrar que 0 momento dessa forca de inércia em relacdo ao ponto de engaste (F) é
dado por

N, (t) = (-ble, ) AF, (t) = ma2bl? (3—3

1

2
j sin ecose[sin Qt e, —cosQt ez];

d) Seja o, = (K¢/m(bl)®)Y? a frequiéncia natural de oscilacdo da antena e @(t) o angulo
que a haste da antena faz com eixo de rotagdo e;; supondo Q/m, << 1 —iss0 é, que a
excitacdo provocada por N(t) seja quase-estatica — mostrar que

2 2
(p(t);%(&] (jij sinOcosO[sinQt e, —cosQt e, |;  (Q/o, <<1).

n 1

Verificar que a oscilacdo da antena se da essencialmente no plano {e;; e};

e) A dissipacdo no “oscilador” que representa a flexdo da antena pode ser modelada
pela expressao,

AN =-2m(bl)’® - ¢,
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com ¢ sendo o percentual do amortecimento critico. Sendo agora e, 0 versor no plano
{e;; e} na direcdo de L e e, o versor nesse mesmo plano perpendicular ao
momentum angular, mostrar que

3 2
an=-K¢ (&j E(Jij sin20|sin6 e, +cos0 e, |=

b (o, ) o,

3 2
;—ﬁ O | 2135 sin20 e ;
b o, ) o\J

n 0]

0

(6 <<1),

onde 6 é o angulo de precessdo. Discutir as aproximacdes efetuadas nesse
desenvolvimento e justificar por que a hipotese ||L|| = Jsw, = cte. é consistente em
primeira aproximacao;

f) A oscilacdo da antena € de pequena amplitude (¢ << 1) e a massa m movimenta-se
no plano {e,; e,}.

e,
o E =K-r(t), TFk In

F WK o K=K, /(bl). A )
bl 5. — >
()., =

>e
r(t) = o(t)-bl

Sendo

o X, (t) =r(t)-cosa(t);
o X, (t) =r(t)-sina(t),

as coordenadas da massa m e considerando a forca de restauracdo Fy(t) = K-r(t)
devida a mola flexional, derivar as equagdes do movimento da massa m e verificar
diretamente o resultado obtido no item (d). O que ocorre quando Q ~ ®,?

* k% *

2.9: (Conservacdo da quantidade de movimento angular) Considere uma barra de
madeira de comprimento I, com densidade uniforme e massa m, girando com
velocidade angular ® em torno de uma articulacdo distante a de sua extremidade,
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conforme indicado na figura. Seja também um projétil com massa m e velocidade v
deslocando-se na direcdo da barra a uma distancia h da articulacdo. Pede-se:

a) Se x for o eixo longitudinal da barra, calcular a velocidade v,(x) devida ao
movimento de rotacdo e, a partir dela, a energia cinética T, € a quantidade de
movimento angular Ly. Verificar a relagéo

L,= Ty ;
o®

b) Supondo que o projétil atinja a barra, a penetre e fique a ela solidario, determinar a
velocidade angular do conjunto apés o choque. De que pardmetro a mais essa
velocidade angular final depende? Se AT for a diferenca entre a energia cinética final
do conjunto e a inicial, mostrar que AT < 0. Por que a friccdo entre o projétil e a barra
ndo afeta o calculo da quantidade de movimento angular? Para qual velocidade do
projétil o conjunto fica parado?

(Prova de PEM 2200-2007)
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3. TRABALHO VIRTUAL E EQUACOES DE LAGRANGE

No capitulo precedente vimos que o conceito de ‘“‘deslocamento virtual”
permitiu que se excluisse as forcas de vinculo, desconhecidas a priori, da analise
direta do problema dindmico da rotacdo de um corpo rigido. Essa idéia é central da
Mecanica Analitica de Lagrange, publicada em 1788 com a intencdo explicita de fazer
com a Mecanica 0 mesmo que a Geometria Analitica havia feito com a Geometria. O
carater geométrico da Mecanica Lagrangeana sera aqui enfatizado e, por isso,
apresentamos no Apéndice alguns rudimentos do calculo tensorial.

3.1: SISTEMAS VINCULADOS E DESLOCAMENTO VIRTUAL

Suponhamos, para fixar idéias, 0 movimento de N particulas de massas {m;;
m,; ... ; my} sob acdo de forcas conhecidas {fi(t); fx(t); ... ; fu(t)}: fazendo n = 3N, a
posicao deste sistema esta definida pelo vetor X = {Xi; Y1; Z1; Xo; Yoi Zo; -.. ; Xni Y
2y}, as forgas aplicadas pelo vetor Fg(t) = {fu(t); fy(t); Foa(t); Fua(t); fyo(t); Foo(t); ...
; Fun(t); fyn(t); F2a(t)} € a inércia pela matriz diagonal mg = [m.; my; my; my; my; my;
.7 my, My, Myl . Suponhamos, também, que existam p condicées de vinculo
impostas, descritas por relacdes, em geral ndo-lineares, entre as coordenadas das
particulas ou

S(Xgi) ={8" X0}, =0 & S'(Xi)=010=12,p. (3.1a)

p;

Introduzindo a “matriz” — isso €, o tensor de segunda ordem contravariante-
covariante RY%, como definido no Apéndice — pela expressao

0
EgFVS(X(g)it):[%} X =X} L (3.1b)
(p;n)

e tomando a derivada em relacéo ao tempo de S(X)(t);t), obtem-se

t v aS

@ X = T (3.1c)

De um ponto de vista agora mais geral, seja um sistema dindmico vinculado,
definido em R, por seu vetor posicdo X)(t) e regido pela equagdo dinamica e
condicdo de vinculo
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° Mgy - Xg) =Fg) (1) + Vg (1);

. _os (Riy=vs) (3.22)
o S(X(g);t)zﬂ = Rzg).x(g) :_E’ @)

com M), Fg(t) e V(g(t) sendo, respectivamente, o tensor de inércia simétrico (m;j =
m;i), a for¢a externa aplicada e a for¢a de vinculo, representados todos por seus
componentes em uma certa base g.

O sistema (3.2a) é definido por n + p equacdes — as n dindmicas e as p
condicdes de vinculo — e possui, como incdgnitas, as n componentes do vetor posicao
X@(t) e as p componentes linearmente independentes da forca de vinculo V(t).
Como serd visto a seguir, a “geometria” das condi¢Ges de vinculo ajuda a encontrar
uma expressao conveniente para Vg)(t), explicitando suas p componentes linearmente
independentes. Consideremos, primeiro, as hiper-superficies (n-1)-dimensionais
{Se(X(g);t) =0;0=1,2, ... ,p} isoladamente, com normais definidas pelas expressdes
{No = (VS®)40 = 1,2, ... ,p}; a interseccdo dessas hiper-superficies define a hiper-
superficie de vinculo p-dimensional S(X);t) = 0 com plano normal em Xg) definido
pelos vetores N = 2 ¢° N = 2 ¢° (VS?)' = Rig-¢, como discutido no exemplo mais
abaixo.

FIG.(3.1): Hiper-superficie de vinculo S(Xg);t) = 0 e forca de vinculo Vg(t).
O: Vetor posicéo X); —®: Velocidades possiveis (Y;Z)) -

A forca de vinculo Vg(t) impede que o ponto representativo Xg)(t) se descole
da superficie™® S: para um vinculo ideal ela deve estar contida no plano normal, como
indicado na Fig.(3.1), ou V(g(t) = — R)-®, com ¢ sendo um vetor p-dimensional a ser
determinado. Portanto

o Mg - Xg) = Fg () —Ryg - (1);

° REg) 'X(g) Z—ﬁ. (R(g) :[RL}; Eg) :[R?}) (3.2b)

'8 Para encurtar a notag&o designaremos, vez ou outra, a hiper-superficie S(X(g:t) = 0 (ou S°(X);t) = 0)
simplesmente por S (ou SP).
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Como um exemplo ilustrativo, consideremos no espaco tri-dimensional (n = 3)
as superficies S'(x,y,z,t) = x> + y* + 2% — r%(t) = 0 e S%(x,y,z) = z = 0, com a funcéo
r,2(t) dada. A interseccdo é o circulo X + y? — r,2(t) = 0 com normal N = 2¢s(xi + Yj)
+ (2012 + @)k = a e, + b k, onde e, é o0 versor radial no plano z = 0. Se uma particula
for obrigada a se deslocar neste circulo a forca de vinculo ideal é certamente paralela
aNecomo

2X 2y 2z oS [-=2rf,
R2g>(x<g>)=[0 0 1} com E={ 0 } (3.2¢)

a velocidade da particula est4 no plano z = 0 tendo componente radial igual a dr./dt,
um resultado obviamente esperado.

A matriz R e retangular de ordem (nxp), com p < n, e os vinculos s&o
linearmente independentes quando o posto (“rank”) de R for igual a p; ou, o que
resulta no mesmo, quando R'g)-R for néo singular. A parcela — (#S/ét) na condigio
de vinculo pode ser eliminada através de um procedimento formalmente simples. De
fato, efetuando o célculo indicado abaixo,

o ¢ = _(REg) R )_1 @

oMy X% =F () -Rgy -o(t)—m XS
(S) (9)° (g) (9 (9 (ON (g)
= (X =XG+XG )=

t 0) _
° Reg) 'x(g) =0,

((S) _ (S)

° Xig) =R @
(0) (S) : ep

e redefinindo {X(g) < Xig) Fg) < Fg—M X(g)} 0 sistema (3.2b) reduz-se a forma

canobnica

° Mg X =Fg (D -R, -o(b);
o R :o,

: (3.2d)
R
a influéncia do termo — (0S/ot) aparecendo na forma redefinida da forgante Fg)(t).

As componentes de o(t) sdo denominadas “multiplicadores de Lagrange” e
uma observacdo merece destaque aqui: a condicdo de incompressibilidade no
escoamento de um fluido fornece um vinculo geométrico, de preservacédo de volume,
e 0 campo de pressdo é o multiplicador de Lagrange associado. Esta interpretacdo é
particularmente visivel na equacdo fluida de Navier-Stokes discretizada pelo Método
dos Elementos Finitos; em particular, o sistema discreto entdo obtido tem uma
estrutura idéntica a (3.2d).

O vetor forca (—m(g) X(g) +Fy(D-R, -(p(t)) é nulo em R, e assim
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. AX! .(—m X, +F ()R ‘(p(t)):o
(9) @ Mo T o) o)
Mg X =Fg () -Rg o) <
paratodo Ax(g) eR,.

As duas expressdes acima definem formas equivalentes de apresentar 0 mesmo
resultado, mas a segunda permite uma interpretacdo™ em termos de trabalho
extremamente util em diferentes contextos; em particular, ela é a motivacéo original
da assim denominada ““formulacdo fraca” dos problemas de valor de contorno
definidos em um continuum, base tedrica do Método dos Elementos Finitos discutida
nos exercicios (3.1) a (3.3).

A equacdo (3.3a) continua a apresentar, no entanto, as forcas de vinculo
associadas e é neste ponto que Lagrange introduziu o conceito central da Mecénica
Analitica, o *“deslocamento virtual”. Os vetores {AY(); AZg} representam
“deslocamentos possiveis™ do sistema dindmico quando satisfazem as condicGes de
vinculo impostas. De (3.2b) tem-se, portanto,

0S

= R; AL =——At.
ot

_ t
© 'AY(g) =R

©
o AZ(yy = 2L At

° A =Y 'At;}
Um deslocamento X € dito “virtual” quando definido pela diferenca entre
dois deslocamentos possiveis. De (3.3b) segue que

(SX(Q): "deslocamento virtual") o Rzg) 80Xy =0.

O conjunto dos deslocamentos virtuais define o sub-espaco linear (n — p)
dimensional R, — R, constituido pelos vetores ortogonais ao p-dimensional sub-
espaco Ry, gerado pelos vetores coluna de R). O sub-espaco Ry € o complemento
ortogonal de R, — isso €, R, = Ry, ® Ry, — e define o hiper-plano normal a superficie
de vinculo S no ponto X no instante t.

Observando a identidade 5X'(gR-@ = 0 de (3.2d) tem-se

t .
° 6X(g) Mg - X

O
° R X

@ =Xy -Fg Paratodo 38X, eR,;

=0 ou X, €R,.

19 Ela permite, por exemplo, que se interprete o problema dindmico como um problema de equilibrio se
considerarmos a forca de inércia com o sinal trocado como uma forca aplicada. Este é o Principio de
D’Alembert da Mecénica.
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Este € o celebrado Principio dos Trabalhos Virtuais da Mecanica Analitica,
gue desempenha papel notavel no desenvolvimento da teoria, mormente no caso dos
sistemas continuos como o do escoamento de um fluido, por exemplo; em particular, é
através desse Principio que a questdo da discretizacdo pelo Método dos Elementos
Finitos é naturalmente encaminhada, como discutido no exercicio (3.3): o Principio
dos Trabalhos Virtuais da Mecanica Analitica é, no jargdo matematico, uma
“formulacdo fraca™ do problema de valor de contorno associado.

3.2: EQUACOES DE LAGRANGE

Para completar a analise de (3.4a), resta cumprir a condicdo geométrica de
vinculo, que é naturalmente satisfeita no procedimento formal indicado a seguir; é
importante realcar, no entanto, que a importancia operacional deste procedimento é
restrita, posto que de dificil execucdo pratica: sua importancia reside no panorama
conceitual que oferece, como explicitado mais adiante.

Seja assim {bs; b,; ... ; bnp} uma base (local) do sub-espaco Ry, tangente no
ponto X)(t) da trajetoria do sistema a superficie de vinculo S; por exemplo, se S for

uma esfera imersa no espaco tri-dimensional, {b;;b,} define o plano tangente em X).

Os vetores {SX(Q);X(Q)} € Ry podem ser representados na forma

o 80X, =B-0Q;
B = * Tees” (g) !
B(x(g)’t)_[bl’bz’ ’bn—p:l(n;n_p) = {o X(g) :B.q’ (3-4b)
com q(t) = {g*(t); o*(t); ... ; g"P(t)} sendo coordenadas generalizadas do sistema
dindmico vinculado. Colocando (3.4b) em (3.4a) obtém-se
5q'-iB'. 3 B-q)r=58q'-{B'-F,
q- 'E(m(g)' §) =59 { Fo
ou
d .7 dB! .
Bqt'{a[(Bt'm(m'B)'q} at 'm<g)'B'q}:6qt'{Bt'F<g>}' (3.4c)

A equacdo acima pode ser expressa em termos da energia cinética,

: . : i ,
T(X@:)’X(g)’t):% Xy Mgy X(g =72 q'(B Mg -B)-q,
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do sistema dindmico, pois

om, (q;t)=B"'-m,,, -B; '
W . 1A © . = g = m(q) q. (358-)
o T(q,q,t)z/zq-m(q)~q, aq
A forga externa F pode ser expressa na forma
ou ou ou
Fo) z_aX—J“Q(g); X _{8 i } 1 (3.5b)
) @) X (1)

com U(X(g),t) sendo um potencial de forca e Qg a parcela da forca aplicada que néo

pode ser derivada de um potencial; observando a relacao®

au_z s ¥ LU g U (350)
SoxX ot 5 ax‘ oq X,

da invariancia do trabalho virtual segue

ou ou )
° OW = SXEQ) g)zsqt'l:_Bt.(?X +Bt'Q(g)}:6qt'{_E+Q}’

(9) (3.5d)
° Q=B"-Q
Com o auxilio de (3.5a,d) a equagdo (3.4c) toma a forma,
d(oT ) dB' . ou

‘m, -B-qg+—}+=8q0"-Q, 3.6a
{dt[aqj TR aq} e —

e 0 seguinte resultado pode ser entéo derivado: se R ndo depender explicitamente

do tempo entdo — e isso ndo implica que S ndo dependa, como exemplificado em

(3.2c) — tem-se

B= B(x(g)) < m(q) = m(q) (q)’ (3'6b)

e como elaborado na se¢éo (3.3) pode-se demonstrar, a partir de (3.6b), que

2 Na secdo (3.3) mostra-se que localmente tem-se X' = @'(q) para pontos na superficie de vinculo e
portanto 6X'/6g9* = 0®'/oq™ = B',(q), ver (3.4b).
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dB! . oT
89t -—-m,, -B-q=5q" <.
9 Mo Bra=0a" 50

Utilizando (3.6¢) em (3.6a) obtém-se
dfor) (or au)_
dt\ og aq &q ’

que permite uma interpretacdo geométrica fundamental da dindmica do sistema
vinculado, como discutido a seguir.

E primeiro lugar, (3.7a) mostra que a energia cinética com o sinal trocado — e
essa troca de sinal nos remete de imediato ao Principio de D’Alembert introduzido na
nota 19 — é um potencial de for¢as quando depende da posi¢cdo q do sistema. Essa
dependéncia surge quando as equacGes de vinculo sdo ndo-lineares: se as funcdes de
vinculo {S°(X);t) = 0; 6 = 1;2; ... ; p} forem lineares em X(q), a intersecgdo S(Xg);t)
= 0 define um hiper-plano (n — p)-dimensional com um plano normal N = R)-¢ €
Rv,. que ndo varia com X, neste caso, portanto, as matrizes {B;m} nao variam
também com q e a forca potencial introduzida pela energia cinética € nula.

FIG.(3.2): Tfiéngulo esferico ABC:
soma dos angulos maior que 180°.

No caso de vinculos ndo-lineares a hiper-superficie S tem curvatura, como
uma esfera, e sua geometria intrinseca é peculiar: como indicado na Fig.(3.2), 0s
meridianos da esfera, por exemplo, definem “paralelas” que se encontram nos polos e
a soma dos angulos de um tridngulo esférico € maior que 180°. A geometria
intrinseca de hiper-superficies S com curvatura ndo é Euclidiana, € Riemanianna,
podendo ser aproximada por uma geometria Euclidiana somente localmente, no plano
tangente.
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A hiper-superficie S define 0 espaco das configuracdes, por onde o ponto
representativo do sistema dindmico caminha: as forcas introduzidas pela energia
cinética — pelo movimento mesmo das particulas — s6 aparecem, portanto, por causa
da curvatura do espaco. Essa idéia geométrica basica, de forcas que surgem devido a
curvatura do espaco, foi utilizada por Einstein na Relatividade Geral, mas tem
também aplicacbes mais prosaicas: no escoamento de um fluido, por exemplo, o
gradiente de pressdo na direcdo normal a linha de corrente é diretamente proporcional
a curvatura da linha de corrente; em outras palavras, a “curvatura do espaco” (das
linhas de corrente) faz aparecer uma forca (o gradiente de pressdo). Na realidade,
essas forcas sdo denominadas, talvez impropriamente, de forcas ficticias na Mecénica

Classica, os exemplos mais notaveis sendo as forcas de Coriolis e centrifuga.
Definindo a Lagrangeana £(-) pela diferenca®,

£(9,0,t)=7 (a.9)-U(a.t),

a equacdo dindmica (3.7a) toma a forma sintética (o£/oq ={oL£/069*} etc.)

d(oL) oL
a5

que define as Equacdes de Lagrange da Mecanica®.

Em muitos problemas praticos da Mecénica, um conjunto de “coordenadas
generalizadas” q pode ser definido por inspecéo — ver, por exemplo, exercicio (3.4) —
e a Lagrangeana calculada, facilitando a derivacdo das equacfes dinamicas. Sob uma
Otica mais conceitual, 0 aspecto relevante aqui é a estrutura invariante desse sistema
de equacOes: para qualquer conjunto de coordenadas generalizadas utilizado na
descricdo do sistema dindmico a forma (3.7c) € preservada. Se utilizarmos, por
exemplo, uma outra base {c;; ¢, ... ; enp} do plano tangente R, e coordenadas
generalizadas r(t) = {r'(t); r¥(t); ... ; r"(t)}, o mesmo sistema (3.7c) sera obtido com r
no lugar de g. O contraste com a formulacdo Newtoniana pode ser verificado por
meio de um exemplo muito simples, o deslocamento de uma particula de massa m no
plano (x,y) sob acdo de um campo de forca F = Fyi + Fyj. Utilizando coordenadas
cartesianas ou polares tem-se

2 0 potencial pode depender do tempo; por exemplo 24(q,t) = = Q*(t)-q.

22 E importante relembrar que (3.7c) foi deduzida sob a hip6tese Mg = M(q), ver (3.6b). No caso
particular quando mq = mq(q,t) a equacéo de Lagrange deve ser corrigida por termos que dependem
de dm/ot, como discutido em Pesce (2003). Essas situagdes ndo sdo usuais mas sédo importantes no
estudo de foguetes, por exemplo, onde a propulsdo se da pela perda de massa do gas expelido.

64

(3.7b)

(3.7¢)



o L=Yom(X*+y*) =% m(i*+1°0%); {o F =F,-cos0+F, sin;
=

o 8W =8x-F, +8y-F, =8r-F +80-F, o Fy/r=-F -sin0+F -coso,

a forca generalizada Fq sendo um momento que realiza trabalho no deslocamento
angular 60. Utilizando como variaveis tanto as coordenadas cartesianas como as
polares da particula e aplicando as equacdes de Lagrange (3.7¢), 0s seguintes sistemas
séo obtidos

emX=Fi e mi=F+mr 6%
omy=F; omrO=F/r—2mt 6.

Ao contrario da estrutura Lagrangeana, que € invariante nos dois sistemas
coordenados, a estrutura Newtoniana — m-d’g/dt? = F — sO6 se mantém se
considerarmos as forcas centrifuga e de Coriolis como forgas ficticias aplicadas ao
sistema.

Finalmente, se Q for o vetor de forca generalizado, da invariancia do trabalho
virtual,

n—p
3W=358q"-Q=>59"-Q,,
o=1

segue que as componentes Q,, de forca se transformam ndo como as coordenadas de
um vetor, mas sim como as coordenadas de um funcional linear.

Na Mecénica Classica, no entanto, as forcas sdo compreendidas como um
vetor e essa aparente ambiglidade pode ser removida se considerarmos Q, COmo as

componentes do vetor forca Q ndo em relacdo a base b = {b;; by; ... ; bpp} mas em
relacdo a base dual b, ={b';; b%; ... ; b"",} definida pela condicdo
=1se oa=0;
bt b =g ={ P
=0se a #p.
Neste caso

oo-Q-( Taa | Topt |- T saropr bt - ¥ o - Tare,
a B a B a B o
e a transformacéo entre a base dual e a original é definida pela expresséo
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t .
o E,p=bl -by;

_El.
b, =E"-b com oE:[Eaﬁ],

como pode ser verificado com certa facilidade.

Na realidade, o espaco dual goza de uma identidade reconhecida na Algebra
Linear — ele é o0 espaco dos funcionais lineares — e a intencdo aqui era simplesmente
indicar uma motivacao desse conceito na Mecanica Analitica, posto que o trabalho
virtual é, no jargdo matematico, um funcional linear.

3.3: EQUACAO LOCAL DA SUPERFICIE DE VINCULO S(X) =0

Dado um ponto X, € S, sejam Ry 0 hiper-plano tangente a S em X,, {b:; b;;
... » bnp} uma base desse plano e q as coordenadas de posi¢édo de um ponto no hiper-
plano em relacdo a esta base. Seja também X = X, + AX um ponto arbitrario de S nas
vizinhancas de X,: alguns resultados obtidos na secdo precedente dependem do fato
da hiper-superficie de vinculo S(X) = 0 poder ser representada, nas vizinhancgas de X,,
na forma X' = @'(q), isso é, em termos das coordenadas q do plano tangente. O
objetivo deste item é obter essa descrigdo local da hiper-superficie de vinculos S(X) =
0 e, para facilitar a notagdo, omitimos aqui o sub-indice () e 0 tempo congelado t.

> AX, =B(0)-q
> AX, =R(0)-¢

Xo

(@) (b)
FIG.(3.3): (a) Superficie de vinculo S(X) = 0;
(b) Plano tangente Ry (q <> AXy).

Dado o carater local da representacdo — isso €, ela deve valer em uma
vizinhanga do ponto X, identificada pela condicéo ||AX]|| << 1 — expandindo em série
de Taylor as funcdes S°(X) tem-se

o S°(X,)=0; 0 | ’s’ i
(%) =[S} Axia |25 - | AXIAX*+O(| AX|F) =0,
o S'(X, +AX) =0; ox! ), oX'oX" ),
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onde utilizamos a convencédo de Einstein: indices repetidos, no caso (i,j), indicam

soma de 0 < (i,j) < n. Agrupando para todos 6 = 1,2, ..., p a seguinte relacéo é obtida:
t 0’8’ i Ak 3N _ A
o R'(0)-AX+% —— | AX'AX +O(| AX|I") =0;
oXoxX* ). -

o Rt(@){[g_;j }

Relembrando que R, = Ry & Ry, e assim AX = AXieR, + AX,eRy, €
desprezando termos quadraticos em (3.10a), tem-se R'(0)-AX = 0 ou AX e R,: em
primeira ordem, portanto, AX = AX, + O(||AX||?) = B(0)-q + O(|AX||) ou

AX =B§(0)-¢" +O(lq ), (a=0(aX))

a convencdo de soma de Einstein estando subentendida.

Numa linguagem “geométrica”, a construcao da superficie S pode ser assim
descrita: quando ||g|| — 0, AX — AX; = B(0)-q; mantendo a direcdo de g mas
aumentando seu médulo, a correcdo em AX; é dada por um AX, Ry, da ordem ||g|?
<< ||q||, como esquematizado na Fig.(2.16a). Uma vez definido o “meridiano” de S,
indicado na mesma figura pelo simbolo S, “rodando” a direcdo g no hiper-plano
tangente Ry, ver Fig.(2.16b), a superficie S fica localmente definida nesse giro pela
rotacdo do “meridiano”, que em geral se deforma engquanto roda, a menos que S seja
uma “superficie de revolucdo”. Numa linguagem analitica, colocando (3.10b) em
(3.10a) a seguinte equacao € obtida para a correcdo ortogonal,

0°s°
OXIoXX

o RY(0)-AX, =% {( J BL(O)BE(O)} a“a” +O(lall):

(p:1)

> AX, =R(0)-9,

com {0 < (i,j) £n; 0 < (a,B) < p-n} no somatorio da primeira expressdo (convencgdo de
Einstein). Colocando a segunda expressédo, AX, = R(0)-¢, na primeira e observando
que a matriz R'(0)-R(0) é ndo singular®, o multiplicador de Lagrange ¢ pode ser
determinado e em sequiéncia o vetor AX,. Definindo, para facilitar a notagéo,

* Mesmo quando esta matriz for singular — e isso ocorre quando os vinculos S°(X) tiverem um certo
grau de dependéncia linear — é possivel ir adiante com a analise, como usual no Método dos Elementos
Finitos aplicado & Mecanica dos Fluidos. Neste contexto a singularidade de R'(0)-R(0) origina os assim
chamados ““modos espurios de pressao”.
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A©) =(R'(0)-R©)) " =[A30)], (3.10d)
de (3.10c) obtém-se

0°s°
oXIoxk

AX, =, R;(O)Aé(O)[ j B! (0)B%(0) g’ (3.11)

0 somatorio em (3.11a) sendo efetuado entre os limites {0 < (j,k) <n; 0 < (y,0) <p; 0

< (a,B) < p-n}. Introduzindo o coeficiente

0°s°
OXIoXK

Clp(0)=-R}(0)A; (0)( J B (0)Bf(0) =C;, (0), (3.11b)

e relembrando que AX'; = B'4(0)-q%, os pontos X = {X'} nas vizinhancas do ponto X,
e contidos na hiper-superficie de vinculo S(X) = 0 tém coordenadas

X' = ®'(q) = X, +BL(0)-q* +3 C',,(0)-q°c" +O(lq ) €S (3.12a)

O carater local da aproximacao (3.12a) permite também estendé-la para uma
variedade® p-dimensional. Toda superficie p-dimensional S(X) = O suficientemente
lisa € uma variedade p-dimensional e o que distingue esta de uma superficie é o
carater local da descricdo: a variedade ndo necessita ter uma descricdo global S(X) =
0, como obrigatoério para as superficies. O conceito “variedade” foi introduzido, na
matematica, como um expediente para facilitar o estudo de propriedades locais de
entidades que se assemelham localmente a superficies embora, muitas vezes, com
uma descricdo global ou desconhecida ou mesmo inexistente.

A expressao (3.12a) descreve, portanto, a hiper-superficie de vinculo S(X) = 0
nas vizinhancas de X, e dela segue as relacdes

o'

° Bu(@) =27 =B.(0)+C,,(0)-0"

- a - (3.12b)
o %Bu 3y _ ¢ _C _%p

(0=, 0) =0 = 0)

Antes de prosseguir na analise, € ilustrativo aplicar esse calculo geométrico a
uma superficie cilindrica imersa no espaco tri-dimensional. Considerando a Fig.(3.3),

?* Variedade é designada “manifold” (muitas dobras) em inglés.
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seja X* o eixo horizontal, X o eixo vertical e X* o ortogonal ao plano da folha. A
superficie é definida por

0 S(X) =(X) +(X?) ~12=0; (p=1)
o VS=[2X' 2X* 0]

w3’

com 1, sendo o raio do cilindro. Como O = (0; r,; X* =V) e o plano tangente R,
coincide com o plano (X*,X?), escolhendo {q' = X*; g* = X°} tem-se

o R'(0)=(VS),=[0 2r, 0] = B(0)=

(1;3) (R'-B=0)

o O B

0
0};
1

1 00
0°S 0°S i 2
o| —[=2/0 1 0 . B! (0)BX(0)g°g® =2(q") ,

[axJﬁxk} 00 0 = (aXJanJ a( ) [3( )q q (q )

e dessas expressdes segue (ver (3.10c,d) observando que A(0) = 1/4r,%)

1)2 0
t _ 1)? _ (q ) _ _ 1 1\?
RIO)-AX, =% 2(¢') = o=—5 = X, =RO)-0=-# 1 (),
0
obtendo-se
. 1
o Cl,=0parai=13; q (ql)z 0 q
, 1 & Y S X=X,+40 p———<1t= ro—(q1>2/2r0
°C11:_E;C12:C22:0 qs 2r, 0 q3

E evidente que X satisfaz, a menos de termos da ordem ||g||* << 1, a equacéo
da superficie cilindrica e também, no ponto (O), a curvatura da superficie cilindrica é
definida pela expressdo x(q',g%) = C?p-q"a"/||q||*: ela é maxima e igual a —1/r, quando
q = q'b1 e minima e igual a zero na direcéo da geratriz X3 (q = ¢°by).

O tensor CiaB(O) define assim a curvatura da superficie em (O), ver (3.12a):
como 07 /oq o« 0B /adq ,de (3.12b) segue que a “forca ficticia” 07 /oq é proporcional

a curvatura do espaco (de configuragbes) S(X,t) =0, como ja antecipado.

Voltando a (3.12b), a primeira condigéo foi utilizada em (3.5c) e a segunda
sera utilizada a seguir para demonstrar a identidade (3.6c), repetida abaixo em notagédo
tensorial utilizando a convencgéo de Einstein:
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. 0T o 5 dB'V
dt

oT

aq’

dB! .
t'T'm(g) ‘B-g=39q

5q m,Biq" =84

Da definicdo da energia cinética,

—1 4B j 4P
T =% §"B,m;B)q",

tem-se
_ i | | o
T |4 e mBiet g8 m, | =
aqy aqy ! ! aq“/ (mi=mj;)
_.aaBL 5 .o 0B .
(mijfmji)]/z q a_qymijBéqB—i_q a_q“/mijBlqu =
., 0Bl s .0 0B -
=q aqy mijBBq (2,4_2b)q 8(]]“ mijBﬁq )
0 que demonstra (3.6c) pois
0B, dB! OB
L =0 por hip6tese, ver (2.36b) | = —L=—1Lg°".
ot dt  6q°

Finalizando, sejam b, = {b*;;b? ; ... ;b"", } a base dual de b = {b;;b,; ...
o}, ver final do item precedente, e B'(q) os vetores linha de B(q) = {B'(q) } ou

‘bn.

o'

A p—n
B'(q) =) B, (a) b? = (3.13a)
o=1 q
O resultado
: N i B! N
GI>'(q)=><'o+JB'(0|)-dq = ‘Zi;*:a—; < "rot" B'(q)=0, (3.13b)
0 q q

com o sentido (=), foi verificado aqui e possibilita a seguinte leitura: o “rotacional”
do gradiente de uma funcdo escalar ®'(q) é nulo; o resultado inverso (<) decorre do
Teorema de Stokes®™ em R,: se um campo vetorial for “irrotacional” sua integral de
linha independe do percurso e define uma funcéo de ponto @'(q).

% Vfer, a proposito, Rudin (1964), “Principles of Mathematical Analysis”, capitulo 9. Senso estrito, o
“rotacional” ndo pode ser definido em R, para n > 3, a “irrotacionalidade de um campo indicando
somente a igualdade 6B*/6q" = 0B'/oq” para todo (a;y).
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3.4: APENDICE: INTRODUCAO AOS TENSORES

Dado um espaco vetorial n-dimensional R, munido de um produto interno
<>, sejag = {g; g g} uma base de R, e x um vetor desse espaco definido pelas
coordenadas Xg) = (Xg; X2 -1 Xng) (na) €M relagdo a base g ou

n
X=D X8
-1

Uma forma bi-linear b(x;y) é uma fungéo que associa um numero real a dupla
de vetores (x;y) com a seguinte propriedade: essa funcdo é linear em x (ou em y)
quando mantemos y = cte. (ou x = cte.). O produto interno® entre os vetores x e y é
uma forma bi-linear, simétrica (<gi;g;> = <g;;gi>), positiva definida (<x;x>> 0 se x #
0) e expressa pelo duplo somatorio ZXx; gyj4<gi;gi> ou, na forma matricial, por

t

<Xy >= Xy Mgy Y Com M, =[<g;ig;>]

(nxn)'

Em relagdo a base g os vetores séo representados por n-uplas X € 0 produto
interno € definido por intermédio de uma matriz Mg de ordem (nxn). Veremos, a
seguir, que outras entidades, ndo s6 0s vetores ou 0 produto interno, podem ser
também representados por n-uplas ou por matrizes.

Consideremos, assim, uma forma linear I(-) que leva vetores x € R, nos reais e
é linear em x: I(ax+Py) = o-l(x) + B-I(y). Na base g essa forma linear pode ser
representada pela n-upla L) = (I(20;1(22);--; 1(2n))" ou

1(x) = > x;,l(g)) =L X(g)-
j=1

De forma semelhante, um operador linear s(-) leva vetores xeR, em vetores
s(x)eRn com s(ax+By) = a-s(x) + B-s(y). Definindo {Sijq; i = 1,2,--,n} como as
componentes do vetor s(g;) na base g, é trivial verificar que o vetor s(x), representado
na base g pela n-upla s()(x) = (S14(X); S24(X); --;Sng(X)), pode ser expresso na forma

S (X) =S - X, com S, :[Sij,g]

(nxn)'

%6 O produto interno generaliza o conceito de produto escalar de vetores da Geometria Analitica.
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Obviamente as n-uplas X € L), embora representem entidades distintas, sdo
indistinguiveis enquanto n-uplas podendo ser, inclusive, numericamente iguais; 0
mesmo ocorre para as matrizes M) € Si). A distingdo entre esses conjuntos de n-
uplas (ou de matrizes) ocorre quando se considera a mudanca de base: como veremos
a seguir, as leis de transformacéo de{X(); L} ou de {M); S} séo distintas em
geral pois, dependendo o que uma dada n-upla (ou matriz) representa, uma certa
propriedade muito bem estabelecida deve permanecer invariante nessa mudanca de
base e a lei de transformacdo é definida por essa invariancia.

Seja assim h = {hy; h,; ---;h,} uma outra base de R,; escrevendo cada vetor da
base h em termos dos vetores da base g temos

h; = ZTijgj '
[

e introduzindo a matriz T = [T;] essa relagdo entre os vetores das bases pode ser re-
escrita na forma compacta

h=T-g.

A matriz T €, por construcdo, ndo-singular (det T = 0), visto que os vetores h
= {h; hy; --;h,}' sfo linearmente independentes (as linhas de [Tij] sdo LI), e det T é o
Jacobiano da transformacdo g — h.

Um vetor x € R, pode ser definido por suas coordenadas X = (Xig; Xog;
~Xng)' €m relagio & base g ou Xgmy = (Xun; Xon; -iXnn)' €M relagdo & base h, a
invariancia de x sendo preservada pela relagdo

x =X h=X4 -0,
de onde segue, utilizando (3.15b), T"X@) = X(g) OU

-1

Xny :(Tt) X

De outro lado, a forma linear I(x) € representada na base g pela n-upla L) =

(I(g; 1(2); - 1(2n))" e na base h pela n-upla Ly = (I(hy); 1(hy); --; I(hy))"; 0 principio
de invariancia exige agora

1(x) =LY - Xy =LY - X

@ "Ma)
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e portanto, com o auxilio de (3.16a),

Ly =T-Lg-

A n-upla L que representa a forma linear é denominada de ““vetor covariante”
pois se transforma de acordo com a modificacdo sofrida pela base — ver (3.15b) e
(3.16b) — ao passo que a n-upla X é denominada de ““vetor contravariante” pois
obedece uma lei de transformac&o “contraria” a obedecida pela base, ver (3.16a).

De forma genérica, as n-uplas sdo as representacdes, em relagdo a uma certa
base, de “tensores de primeira ordem”, as matrizes de ““tensores de segunda ordem”,
as matrizes tri-dimensionais [Pij] de ““tensores de terceira ordem” e assim por diante.
A lei de transformacdo, estipulando a invariancia obedecida pelo tensor, é definida
pela presenca das matrizes T ou T*: dizemos assim que L é um “tensor de primeira
ordem covariante” e X é um “tensor de primeira ordem contravariante”.

As matrizes M) e Sg) representam “tensores de segunda ordem” em relacéo a
base g: o primeiro representa uma forma bilinear e o segundo um operador linear.
Como veremos a seguir, as leis de transformagdo sdo também distintas nesses dois
casos. De fato, na transformagdo de coordenada da forma bilinear exige-se a
invariancia do produto escalar ou,

. oyt _ oyt
<X ¥ >= Xy My - Yoy = Xig) Mgy - Yegp»
e portanto, como X = T"X, tem-se
M, =T-M,, -T".

(h) @

A forma bilinear, que representa no caso o0 produto interno, é assim um
“tensor de segunda ordem duas vezes covariante”. No caso em questdo M) € uma
matriz simétrica positiva definida, uma propriedade obviamente preservada na matriz
M) pela transformacéo (3.17a).

De outro lado, a lei de transformacéo do operador linear s(x) € definida pela
regra de invariancia

S(x) =Sy (X) - =5)(x):9 = Xip) Sy -h =X, S, -9

e utilizando outra vez (3.15b) e (3.16a) obtemos
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S(h)=(T ) S T

isso é: 0 operador linear € representado por um ““tensor de segunda ordem uma vez
contravariante e uma vez covariante”.

Finalmente, concluindo essa breve introducdo aos tensores, observamos que o
produto escalar de duas n-uplas P e Q, definido pela regra

PQ=Y PO,

representa diferentes entidades dependendo da natureza tensorial dessas n-uplas. De
fato, supondo que essas n-uplas representem (a) dois vetores covariantes, (b) dois
vetores contravariantes, () um vetor covariante e outro contravariante, tem-se

) (cov;cov) : Py, Qg =Py G*? Qg com G = (T ) T

P ' Q) =10) (cont;cont): R, Q(g)_P(th) co) Qe COM Gy =T-TF;

c) (cov;cont):Pg, Qg =Py Qs

onde G® é um tensor de segunda ordem duas vezes contravariante representado pela
matriz identidade | na base g e G € um tensor de segunda ordem duas vezes
covariante representado também pela matriz identidade | na base g. Somente no caso
(c), onde um vetor € contravariante e outro covariante, a estrutura do produto escalar
das n-uplas é mantida: nesse caso podemos identificar a n-upla Py com as
componentes de uma forma linear definida em Ry,.

E conveniente, nesse ponto, que se introduza uma notacdo que permita
identificar, de imediato, o carater do tensor. Estipula-se assim que um super-indice
indigue contravariancia e um sub-indice covariancia; portanto

°oX= ixigi =x'g;;
i1

o 1(x) :anlixi =1x";
i=1
o (xy) =YY MX'y! =M;x'y’;
i=1 j=1

o 5(x) = ZS(X)g. ZZS'Xg. S

i=1l j=1

74

(3.17h)

(3.18a)

(3.18b)

(3.19a)



com (3.19a) apresentando a direita a convencdo de soma de Einstein: indices
covariantes e contravariantes repetidos implicam em soma de 1 a n. De maneira
analoga, as expressdes definidas em (3.18b) podem ser escritas na forma

a) Py Qe =G'RQ, (G(CC) =[G )
b) Pigy - Q) = GP'Q’ (G(CC) = [Gij])
C) P(tg) ‘Q(g) — PiQi-

(3.19h)

Em geral, portanto, n-uplas, matrizes, matrizes tri-dimensionais etc.
representam entidades distintas, cujas propriedades se explicitam nas regras de
invariancia obedecidas na mudanca de sistemas coordenados. De outro lado, como
qualquer transformacao ndo-linear de coordenadas pode ser, se 0 Jacobiano det T for
ndo nulo, localmente linearizada e invertida, as idéias aqui lancadas se aplicam
(localmente) e constituem, em larga medida, o objeto de estudo do calculo tensorial,
tratado em textos especializados. Alguns aspectos deste calculo foram explorados no
corpo principal deste capitulo.

* k% %

3.5: EXERCICIOS

(3.1): (Dinamica da Corda: Sistema Discreto e Equacdes de Lagrange) Seja a corda
inextensivel de comprimento |, densidade de massa linear p e sob tensdo t, como
indicado na figura, e v(X,t) o deslocamento lateral da corda. Pede-se:

v{(x,t) hi(x)

/

/ tl\Kc }
1 (-1) (@) (+1) (n)

&

h 4

P
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a) Sendo 6(x,t) o angulo que a tangente a corda faz com o eixo x — isso €, tan 6 =
ov/ox — e supondo 0(x,t) << 1, mostrar que para uma corda inextensivel

o O(x,t)= ?X(x, t)+O(0%);

2
o Al =% jo'(?j dx +O(0%),
X

onde Al é o deslocamento vertical da forca de tracao t;

b) Mostrar que a energia cinética e a energia de restauracdo devida a tragdo na corda
sdo dadas por

° T[v(x,t)]=1/2 pﬂ(%f dx;

o U [v(x,1)]=1-Al =% T-E[QJ dx.

Seja f(x,t) um campo de forca transversal aplicado a corda. Mostrar que o potencial
total é dado por

o U[V(X,t)]=U. [V(x,t)]- U [v(x, 1)];
o Uy [v(x, )] = [ F(x,1)- v(x, tydx;

c) Sejam {x; = i-Ax; i = 1,2, ... ,n} pontos (nds) equi-espagados no segmento 0 < x <
I, com (n + 1)-Ax =1e {hi(x); i=1,2, ... ,n} funcBes lineares entre 0s nos, continuas e
tais que hi(xj) = &, como indicado na figura. Aproximando os campos de
deslocamento v(x,t) e de forca f(x,t) pelas “interpoladas nodais” {v,(x,t); f,(x,t)}

o v, (x,8) = Y Vi(1)-hy (x) com Vi(t) = v(x,. 1)

i=1

o 060 = Y RO-h(x) com F()=F(x,)

mostrar que (V(t) ={Vi(h},,, + F(1) :{Fi(t)}(n;l))
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com

o T[V(1)]

Yo pAX V'(1)-M-V(t);

1 TV K- .
o U [V(D)]= ¥ ~ Vi(t)-K-V(1);

o U [V(t)]=Ax V'(t)-M-F(t),

o M=[M;] com Mij=iihi(x)-hj(x)dx;

tdh . dh,
o K:[Kij] com K; =Ax J.d—x'(x)-d—x‘(x)dx;
0

d) Verificar que as matrizes M e K sdo matrizes (nxn) da forma

T, e B | R R 01 o 2 L SO, 0
141 0 coeeverennnn 0 —1 2 =1 0 seerrreerans 0
le ........................ : K: ........................
(7] (R ot N o R A I M
" e P LS 1 4 1 4 T R -1 2 -1
0 cooreernenens 01 4] 0 0-1 2}
= —Hn.n} = S(n.n)

e) A Lagrangeana do sistema discreto é dada pela expresséo

L(V,V)=T (V)=U(V).

Utilizar as Equacdes de Lagrange para obter as equagcOes do movimento da corda
discretizada na forma matricial

PAX M-\"/+AiK-V=Ax M F:
X

f) Interpretar a i-ésima equacéo a partir do equilibrio de for¢as Newtoniano
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Nota: Utilizar a igualdade %[yil+4yi +Yi] =, +%y;’-Ax2+(9(Ax4) obtida pela

expansao em série de Taylor da funcdo y(x) em um entorno Ax do no xi.

* k% %

(3.2): (Equacédo da Corda no Continuum) Utilizando as equagdes discretas do
exercicio (3.1) e levando ao limite Ax — 0, mostrar que v(x,t) satisfaz a equagédo
dindmica e condi¢fes de contorno

o°v o°v
(- Lo Jrown) = 7P o 100
o v(0,t)=v(l,t)=0.

(3.3): (Trabalhos Virtuais — Formulacdo Fraca) Sendo Av(x) uma funcdo arbitraria
(“suficientemente lisa™) a seguinte relagdo pode ser estabelecida (ver (3.3a))

2%y o2V I o%v %y
[p = ’Ea——f(X 1) = oj L‘;[p — T o t)} Avdx_OtodoAv(x)].

a) Utilizando a identidade (ver (2.20a),

V= -
6x OX \ OX

az A _i(@'m’j ov aAv
oxX ox

mostrar que a expressao a direita pode ser escrita na forma

Iav OAV

p':[%-AV dx — —d _If AV dx+[12—Z(I,t)-AV(I)—T%(OJ)'AV(O)}-

Utilizar o esquema de forgas indicado para interpretar o termo entre colchetes;
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b) Um deslocamento virtual dv(x) é a diferenca entre dois deslocamentos possiveis,
isso é, permitidos pelos vinculos. Definir a condicdo satisfeita por um deslocamento
virtual e mostrar entdo que

I— dv dx + J‘Q 66—Vd _J‘foévdx,

para “todo” deslocamento virtual dv(x);
Nota: A equacdo acima é denominada a ‘““equacdo da corda na forma fraca” ou
simplesmente a ““equacéo fraca”;

c¢) Utilizando as interpoladas nodais {v,(x,t); fi(x,t)}, definidas no exercicio (2.21), e
também a interpolada nodal dv,(x) de dv(x), mostrar que a “forma fraca’ da equagédo
da corda reduz-se a forma discreta,

SV! -{pr M~V+ALK~V}=6Vt -{Ax M-F} paratodo 8V eR,,
X

com as matrizes {M,K}e o vetor F(t) definidos no item (e) do exercicio (3.1). Qual é
a equacdo satisfeita por V(t)?

d) Utilizar o Principio dos Trabalhos Virtuais para identificar fisicamente os termos
da “equacdo fraca” da corda definida no item (b).

* * *

(3.4): (Coordenadas generalizadas) Seja uma roda deslocando-se com velocidade QR
em um circulo de raio R, como indicado na figura. A roda de raio r, gira sem
escorregar com velocidade angular ® em torno de seu eixo e pretende-se determinar o
“angulo de cambagem” 6 indicado na figura.

Ae,

Pede-se:
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a) Seja P = (r;¢(t)) um ponto na roda. Mostrar que o vetor posigdo x, e sua velocidade
vp sd0 dados por

=[R—(r,+rsino(t))sin0]e, +(rcose(t))e, +(r, + rsing(t))coso k;
o v, =—(¢psin0+Q)rcose(t) e, +(Q(R-r,sin0)—(Qsin0+)rsing(t))e, +
+(pcosB)recose(t) k

b) Utilizar a condicao cinematica de ndo-escorregamento para mostrar que QR = wr,.
O ponto (O) de contacto com o solo tem coordenadas (r = ro; o(t) = 3n/2). Verificar
que vo = 0;

c) Como o¢(t) = o — ot e {Q; »; R; o} sdo conhecidos, a posi¢ao de qualquer ponto P
na roda estara determinada se o ““angulo de cabagem” 6 for conhecido. O angulo 6 €

assim a coordenada generalizada do problema. Mostrar que o deslocamento virtual
no ponto P é dado por

5x, =—30-(r, +rsing(t))[ cos e, +sin0 k |.

Qual é o valor de 8x,? Interprete este resultado sob a luz do Principio dos Trabalhos
Virtuais;

d) Observando as identidades

2
pjr2 cos’ p(t)dS = pI r’sin’ @(t)dS=%J, = m:o ; pIdS =m,
S S S

mostrar que a energia cinética é dada pela expressao

2

m; [((‘psin€)+§2)2 +(Qsin6+c’p)2 +(('P‘3036)1};

T(0)= 1/2{sz (R—rsin®)" +

e) Mostrar que £(0) = 7(6) — mgr,-cos6 e aplicando as Equagdes de Lagrange obter

tan0 = 3(0)0 (1———sm9j
20R 6 R

(Prova de PEM 2200-2007)

* * *
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4. APLICACOES

N =(h es)/\(—mg k)=(—mgh es)/\(cose e, +sino ez): mgh-sin6 e,

o Jyiy +(J; —J;) 40, = mgh -sin (t);
DL

Dt

=N, = <o ‘]1(332_(‘]3_‘]1)0)30)1:0;

0o J,0,=0 = , =cte.

Multiplicando a primeira equacao por w; a segunda por m, € somando obtemos

J, (0,0, + ®,0,) = (mgh-sin 6(t))- o, .

De outro lado, a energia total do pido € dada por

E =%(J,0; +J,05 +J30} )+ mgh-coso(t)

e, na auséncia de forgas dissipativas, tem-se

(il—ltE:O = J (0,0, +d,0,)=(mgh-sin0(t))-6(1) = 6(t)=o,(t)
Definindo
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o @, (t)+ Q% (1-A-cosO(t)) o, (t) =0;
o B(t) = o, (t).
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