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1ª Questão (3,0 pontos) Um disco homogêneo, de massa M e raio R, que pode 

girar em torno do eixo AB, com velocidade angular j


  . O garfo está 

preso a um eixo vertical que gira com velocidade angular K


 . O sistema 

de eixos OXYZ é solidário ao garfo girante. O sistema de eixos Oxyz é 
solidário ao disco. O eixo OY coincide com o eixo Oy. Pede-se:  
a) Monte a matriz de inércia do disco, em relação ao sistema de eixos Oxyz. 

b) Determine o vetor de rotação do disco D


, expressando-o na base 

( kji


,, ) solidária a Oxyz, em uma posição genérica, definida pelo ângulo θ . 

c) Calcule a energia cinética T do disco em relação à base fixa ao chão, em 
uma posição genérica, definida pelo ângulo θ . 
 
2ª Questão (3,5 pontos)  O balancim de massa M e 
momento de inércia JOz, tem movimento angular (t) em 
torno da articulação ideal em O fixo. O centro de massa G 
do balancim dista e do ponto O. Uma partícula P, de 
massa m, desliza sem atrito dentro da guia AB, com 
posição definida pela cota u, medida ao longo da guia, a 
partir do ponto O. A partícula está ligada a uma mola de 
rigidez k e a um amortecedor com coeficiente c. A mola 
está em seu comprimento livre quando a partícula tem 
posição coincidente com O. Um torque externo oscilatório 

 tTtT o  cos)(  atua no balancim. Considerando as 

coordenadas generalizadas q1 = u  e  q2 = ,  pede-se: 
 
a) Escreva a função de Energia Potencial do sistema em função de u e   e dos parâmetros m, k, g, e M; 

b) Escreva a função dissipação Rayleighiana (R) do sistema em função de u  e   e dos parâmetros do sistema; 

c) Escreva a função a Energia Cinética do sistema em função de u  e   e dos parâmetros m e JOz;  

d) Escreva a expressão da força generalizada Q(); 
e) Deduza as equações de movimento utilizando as Equações de Lagrange. 
 
3ª Questão (3,5 pontos)  Duas barras homogêneas AB e BC de 
comprimento 2L e massa m, podem se movimentar sobre um plano 
horizontal sem atrito. O ponto B da barra AB, que tem velocidade 

de translação iVV GG


11  , colide com o ponto B da barra BC, que 

está totalmente imóvel, de maneira perfeitamente plástica (e = 0). 
Pede-se: 
a) Faça o diagrama dos Impulsos dos corpos; 
b) Utilizando os teoremas de colisão deduza as equações a eles 

associadas; 
c) Determine a expressão do impulso I na colisão. 
d) Considerando as barras idênticas, determine as velocidades 

21 e GG VV

  dos centros de massa das barras, posteriores à 

colisão; 

e) Determine as velocidades angulares 21 e 

  das barras 

posteriores à colisão; 
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Resolução da 1ª Questão (3,0 pontos) Pontuação: item a)  (1,0) ; b)  (1,0) ;  c)  (1,0) 
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Resolução da 2ª Questão (3,5 pontos) 
 
O balancim de massa M e momento de inércia 
JOz, tem movimento angular (t) em torno da 
articulação ideal em O fixo. O centro de massa G 
do balancim dista e do ponto O. Uma partícula P, 
de massa m, desliza sem atrito dentro da guia AB, 
com posição definida pela cota u, medida ao 
longo da guia, a partir do ponto O. A partícula 
está ligada a uma mola de rigidez k e a um 
amortecedor com coeficiente c. A mola está em 
seu comprimento livre quando a partícula tem 
posição coincidente com O. Um torque externo oscilatório  tTtT o  cos)(  atua no balancim. 

Considerando as coordenadas generalizadas q1 = u  e  q2 = ,  pede-se: 
 
 
a) Escreva a função de Energia Potencial do sistema em função de u e   e dos parâmetros m, k, g, e M; 

A posição P da partícula, adotando a base solidária ao balancim kuO


  é:      uuOP


      ou     

   jiuOP


 sencos   :  

BalancimmolaParticula VVVV   
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A Energia Potencial total do sistema resulta em: 

  cos1
2

1
sen 2  eMgukumgV                                                                                 (0,5) 

 

b) Escreva a função dissipação Rayleighiana (R) do sistema em função de u  e   e dos parâmetros do 
sistema; 

2

2

1
ucR                                                                                                                                   (0,5) 

 

c) Escreva a função a Energia Cinética do sistema em função de u  e   e dos parâmetros m e JOz;  
A energia cinética do sistema:  BalancimParticula TTT   
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Para o balancim, utilizando o referencial móvel kuO


  solidário ao conjunto com pólo em O, obtêm-

se: 
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1
OzBalancim JT   

 
A Energia Cinética total do sistema resulta portanto em: 
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d) Escreva a expressão da força generalizada Q(); Utilizando o princípio dos trabalhos virtuais: 

 
)()()(0)(0

)()(

tTQQutT

QuuQMrFW









 

 tTtTQ  cos)()( 0                                                                                                    (0,5) 

 
 
e) Deduza as equações de movimento utilizando as Equações de Lagrange. 
 
Para o primeira coordenada generalizada q1 = u  tem-se: 
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0sen2   mgumukucum                                                                              (0,5) 

 
Para a segunda coordenada generalizada q2 =   obtêm-se: 
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Finalmente a segunda equação para coordenada generalizada q2 =   resulta em: 
 

   tTMgeumguumJum Oz  cossencos2 0
2                                            (0,5) 
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Resolução da 3ª Questão (3,5 pontos) 
 
Duas barras homogêneas AB e BC de comprimento 2L e 
massa m, podem se movimentar sobre um plano horizontal 
sem atrito. O ponto B da barra AB, que tem velocidade de 

translação iVV GG


11  , colide com o ponto B da barra BC, 

que está totalmente imóvel, de maneira perfeitamente 
plástica (e = 0). Pede-se: 
 
a) Faça o diagrama dos Impulsos dos corpos; 
b) Utilizando os teoremas de colisão deduza as equações; 
c) Determine a expressão do impulso I na colisão. 
d) Considerando as barras idênticas, determine as 

velocidades 21 e GG VV

  dos centros de massa das barras, 

posteriores à colisão; 
e) Determine as velocidades angulares 21 e 


  das barras posteriores à colisão; 

 
 
a) Diagrama dos impulsos dos corpos:                                                       (0,5) 
 
 
b) Utilizando o TRI pode-se escrever para cada corpo: 
 

 
IVm

IVVm

G

GG








22

111
                0211  GGG ViVVm


                                 (0,5) 

 
Utilizando o TMI, considerando o pólo no centro de massa, pode-se escrever: 
 

     
  kLIiIjLiIGBkJ

kLIiIjLiIGBkJ

ZG

ZG








2222

1111




              

02211   ZGZG JJ                                              (0,5) 

 
Utilizando a expressão do coeficiente de restituição: 
 

  021  BB VVueu                   21 BB VV                                    (0,5) 

 
Utilizando a fórmula de campo de velocidades e o resultado do coeficiente de restituição: 
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c) Determine o valor do impulso I na colisão. Aplicando as 4 equações impulsivas na equação 

cinemática, obtêm-se: 
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Considerando as barras idênticas, m1 = m2  e  JZC1 = JZC2 = mL2/12:  
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d) Substituindo o valor do impulso nas 4 equações, obtêm-se as velocidade translacionais e 
velocidades angulares após a colisão: 
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