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Questao 1 (3,5 pontos). O disco homogéneo de raio r, massa m e centro de massa B gira com
velocidade angular constante wp] em torno do eixo AB, na extremidade A do qual localiza-se uma
massa concentrada M . O eixo AB, de massa desprezivel, estd articulado em O e gira com velocidade

angular constante w1k em torno do eixo fixo Oz. As distancias AO = a e OB = b sdo desconhecidas.
Utilizando o sistema de referéncia Oxyz ligado a barra AB, pede-se determinar:

a) a velocidade da massa concentrada M.

b) o vetor rotacdo absoluta & do disco.

¢) a matriz de inércia do disco no polo O.

d) o momento da quantidade de movimento do sistema {Disco, Massa Concentrada} no polo O.
e) a relacdo entre as distancias a e b para que o movimento descrito seja possivel.
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Questdo 2 (3,0 pontos). Um pequeno projétil P de massa m é langado com velocidade v1 contra a lateral
de uma placa quadrada homogénea, de lado a e massa 6m, estando esta articulada em O e inicialmente
em repouso. Para o instante imediatamente apds a incrustacdo do projétil na placa, pede-se:

a) desenhar os diagramas de impulsos para o projétil e

para a placa; y
b) determinar a velocidade angular da placa; k
¢) determinar as componentes do impulso reativo em O. . O X
A R
Dado: para uma placa quadrada homogénea de massa B
Melado L, Jg, = ML?/6. 2a 19
v

<@




ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Departamento de Engenharia Mecanica

Questao 3 (3,5 pontos). No sistema ilustrado na, uma barra homo- o

génea OP de massa m e comprimento b estd presa por meio de um % | E
pino ideal O a um eixo vertical que gira com velocidade angular Q \

constante. Devido a presenga do pino O, o tinico movimento relativo |

possivel entre a barra e o eixo vertical é a rotacdo descrita pelo angulo
6 indicado. O bloco B, por sua vez, tem massa mp e pode deslizar
livremente ao longo do eixo vertical. A vinculagdo entre o bloco B
e o centro de massa G da barra é feita por meio de uma barra rigida <
biarticulada BG de inércia desprezivel e comprimento igual a b/2, &k 5
de tal forma que o tridngulo OGB é is6sceles. Os pontos O e B sdo <
ligados por meio de uma mola linear de constante k e comprimento
natural igual a lp. Despreze quaisquer efeitos dissipativos. Para o

i Y AVAY

sistema ilustrado, pede-se: B i
a) a expressdo da energia cinética do sistema; |— |
. . . |
b) a expressdo da energia potencial do sistema; \ X
~ . . |
¢) a equagdo de movimento do sistema; % ‘ E

¢) o valor da coordenada ¢ quando o sistema opera em regime per- ‘
manente, com 6 =0 e 6 = 0 (considere 0 < 0 < x/2).

Questao 4 — Bonus (1,0 ponto)

a) O que representam fisicamente os autovalores e os autovetores da matriz de inércia de um corpo
rigido?

b) Qual a condi¢do para que se possa considerar balanceado um corpo rigido que descreve uma
rotagdo em torno de um eixo fixo?

¢) Um péndulo esférico consiste de uma particula material de massa constante, em um meio de campo
gravitacional constante, e que se encontra vinculada a superficie de uma esfera de centro fixo e raio
constante. O vinculo em questdo é holbnomo ou ndo-holénomo? Qual o nimero de graus de liber-
dade do sistema? Justifique suas respostas.
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Questao 1 - Resolucao

(@)

(b)

(c)

(d)

(e)

Velocidade da massa concentrada em A.

Como a massa M é ligada a barra, sua velocidade absoluta €é (0,5):

Va4 =Vo+ w0k A (A-0) = w1k A (—gj) = wral
Vetor rotacao absoluta do disco.
No sistema de eixos Oxyz, o vetor rotagdo instantanea do disco é dado por (0,5):
O = wy] + w1f<

Matriz de inércia do disco no polo O .

Expressa no sistema de referéncia Oxyz, ligado a barra, a matriz de inércia do disco no polo O é
dada por (0,5):

w00 B 0xb 0x0] [Z+mb? 0 0
Uol=|0 =2 o|+mloxb 0 bx0l=| o = ¢
0o o0 = 0x0 bx0 b 0 0 ™4 mp?

Momento da quantidade de movimento no polo O do sistema material {Disco, Massa concentrada}

Expresso no sistema de referéncia Oxyz, o momento da quantidade de movimento do disco no
polo O é dado por:

. m2 L mb? 0 0 0 ) X
- Disco 2 mrs . (mr A
Ho =[ollw] = 0 = 0 W2 | = —5—wo)+ (T +mb )w1k
0 0 ™4 mp?| (@1

O momento da quantidade de movimento da massa concentrada no polo O é dado por:

- massa concentrada

H, = (A= 0) A MV4 = —dj A Mwrdl = Ma?w1k

Portanto, o momento da quantidade de movimento do sistema material { Disco, Massa concentrada)
é dado por (1,0):

. 2 2 2 2
- {Disco,Massa} mr N mr i > mr N mr =
H, = Twzl + e + mb? | w1k + Ma?wrk = Twzl + e +mb?* + Ma? | ik

Relagao entre as distancias a e b que torna o movimento descrito possivel.

Aplicando-se ao sistema material {Disco, Massa concentrada} o Teorema do Momento da quanti-
dade de Movimento referido ao polo O e tomando-se como referencial mével o sistema de eixos
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Oxyz ligados a barra (note que, para um observador ligado a barra a matriz de inércia desse
sistema € invariante), tem-se:
- d - {Disco,Massa}

d - {Disco,Massa} - {Disco,Massa}

Mo = — = — +o1 AH
dt © oxyz dt © Oxyz 0
Como w1 e wy sdo constantes:
d - {Disco,Massa} mr2 mr2 - S
4 .- 2 2 .
— = —wo+|— +mb*+ Ma“ | w1k =0
dt ¢ Oxyz 2 J 4
De modo que:
: 2 2 2
- R - {Disco,Massa} - mr N mr = mr -
Mo = w1 A HO = a)lk A 70)2] + T + mb2 + Ma2 a)lk = —Twlwzl

Na expressdo acima, Mg corresponde ao momento resultante em O das forgas externas aplicadas
ao sistema {Disco, Massa concentrada}, forcas essas que sdo explicitadas no diagrama de corpo
livre ilustrado abaixo.

a b
A @)

Mg mg
O momento Mo ¢ dado por:

Mo = Mgai — mgbi = (Ma — mb) gi

Substituindo-se esse resultado na expressdao do Teorema do Momento da Quantidade de Movi-
mento, obtém-se:

mrz

(Ma—-mb)g = —Ta)la)z

Portanto, para que o movimento descrito seja possivel, deve-se ter a seguinte relacdo entre as
distancias a e b (1,0):

m b 7"2
a=—|b——
M 251
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Questao 2 — Resolugao

(a) Diagramas de impulsos.

Esses diagramas sdo apresentados na figura a seguir (0,5):

@)

C C
P

(b) Velocidade angular da placa imediatamente apds o impacto.

Imediatamente antes do impacto, o momento da quantidade de movimento do sistema {Placa, Projétil}
no polo O é dado por

- N 2 . L 2 -
Ho=(C-0) Amuvi = (—éa]) A mol = gmavk
Considerando-se o instante imediatamente ap6s o impacto, notamos que:

(I) o momento da quantidade de movimento da placa se expressa como:

I:>I,Placa _ ]OZ(")/]-_; _ (6m)a +(6m) (a\/_) ’12 = 4ma2w/12

(IT) a velocidade do projétil é dada por:

= = - 2 )\ 2 R
Ve=Vo+w0kA(C-0)=0+wkA (—ga]) = gaa)’l

e 0 seu momento da quantidade de movimento em O é:

{Projétil} 2

=(C-0)AmV'¢c= 243 Al=
= mvc = 361] 3

- 4 g
H' maw’ 1) = —mad*o’ k

9

Portanto, imediatamente apds o impacto, o momento da quantidade de movimento do sistema
{Placa,Projétil} é dado por:

- {Placa,Projétil} - Placa - {Projétil} 40
H/O ) = H,O + H,O ) = gmaza), k

Aplicando-se o Teorema do Momento dos Impulsos relativamente ao polo O para o sistema
{Placa,Projétil} e notando-se que o momento impulsivo externo em O é nulo, tem-se:
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Ho-Hp=0
Assim, resulta que:
40 - -
?maza)' k ==mavk
ou seja (1,5):
230
“ " 20a

(c) Imediatamente antes do impacto, a quantidade de movimento do sistema {Placa, Projttil} é
dada por

-

Q = mo1
Imediatamente ap6s o impacto, tem-se que:

(III) a velocidade do centro de massa da placa é

> > - I A |
Vo=Vo+awkn(G-0)=0+wkn (gl - g;) = Saw/([+]) = 4%0(?+j)

(IV) avelocidade do ponto C em que o projétil se incrusta na placa é:

=/ 2 id 1 -
Vie=zaw'1= —v1

3 10
(V) A quantidade de movimento do sistema {Placa,Projétil} é:

O = (6m)¥e +mic = ;—Omvﬁﬁ) . %mv_f

Aplicando-se o Teorema da Resultante dos Impulsos ao sistema {Placa,Projétil}, tem-se:

Q' - Q=Ioxi+1Ioy]

ou seja:
o T+7) + LI 1=Io 1+ IoyT
—mo(1 —mo1—mol= Iyl
20TV T ™ Oxt T f0y)
Da equacdo vetorial acima, resultam (1,0):
Iox = —Emv
9
Ioy = %mv
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Questao 3 — Resolucao

(@) (1,0) Como Vg = g (Gf— Qsin@lz), ® = Q(—cos 01 + sin 6)) + fk e |Vg| = |bOsin 0]:
1 (b ., oo Imb? L, 1 o
T_E (5) [(0)” + (Qsin6)*] + STy [(6)* + (Qsin ) ]+§m3(b951n9)
1 1 mb?

=_ (% + mp sin? 9) b0 + Z——Q%sin% 0

N

(b) (1,0) Para amola [ = bcos 0. Assim:
1 ’ b
V= Ek(b cos 0 — lp)“ +mg 5 cos 0] + mpg(—bcos )

1 2 1
= kb cos” 0 - [klg + w] bcos 0+ 5 Ki3

(c) (1,0) Calculando as derivadas parciais:

(;Z (5 +masin6) 120

% (Z_g) - (g + mp sin? 9) b26 + mp sin(20) b2
Zg ; (ms6? + . 202) ¥ sin(20)

% - —%kbz sin(26) + [klo + (% +mg) g] bsin 6

A equagdo de movimento na coordenada 6 é, portanto:

(g + mp sin® 9) 20 + % (mBe'2 - ggz - k) b2 sin(26) + [klo + (% + mB) g] bsin6 =0

(d) (0,5) Tomando § =0e 6§ =0, e considerando 0 > 0:

(—%Qz —k) b2 sin 0 cos 0 + [klo+ 5+mB g] bsinf =0

klp + (2 +mg) g ]

= @ = arccos
’”sz +kb
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Questao 4 — Resolucao

(@)

(b)

(c)

(0,3) Os autovalores da matriz de inércia de um corpo rigido correspondem aos momentos
prinicipais de inércia deste corpo. Os autovetores, por sua vez, fornecem as componentes, no
sistema de coordenadas em que a matriz é originalmente representada, de vetores alinhados
com os eixos principais de inércia do corpo.

(0,3) Um corpo rigido que descreve uma rotagdo em torno de eixo fixo estard balanceado se este
eixo for um eixo central de inércia do corpo (ou seja, um eixo principal passante pelo centro de
massa deste corpo).

(0,4) Definindo um sistema de coordenadas cuja origem corresponde ao centro da esfera de
raio r descrita, para que uma particula material esteja vinculada a superficie desta esfera, suas
coordenadas cartesianas (x, y, z) devem satisfazer a seguinte equacao de restricao:

x2 + y2 + 22 = r2
Como tal equacdo envolve apenas varidveis que descrevem a configuracdo do sistema, o vinculo
em questdo é classificado como holénomo. Além disso, dado que as 3 coordenadas cartesianas

da particula estdo sujeitas a apenas 1 equagdo de restri¢cdo, entdo o sistema tem 3 — 1 = 2 graus
de liberdade.




