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Questao 1 (3,0 pontos). O suporte ABCG, vinculado & articulagdo A e ao mancal B, gira em torno do eixo
vertical fixo Y com velocidade angular wq constante (&1 = wiJ ). Em G h& um mancal em que se vincula um
disco de raio r que gira com velocidade angular wy constante (Jo = wy?) em relagdo ao suporte ABCG. O disco
compoe-se de uma parcela 100m de massa homogeneamente distribuida em toda a sua érea, acrescida de duas
pequenas massas concentradas de mesmo valor m, localizadas nos pontos P e () conforme mostrado na figura.
A massa do suporte ABCG ¢é desprezivel. O sistema de eixos Cx'y’z’ é rigidamente ligado ao suporte ABCG e
o sistema de eixos Gzyz é rigidamente ligado ao disco. As respectivas bases sao 77, 77, k' e 0,7, k. Pede-se:

Vista Cx'

a) determinar o vetor rotagao & do disco, expressando-o no sistema de eixos Gzyz;

b) calcular a matriz de inércia do disco no polo G, expressando-a no sistema de eixos Gryz;
c) determinar o momento da quantidade de movimento do disco He no pdlo G.

d) determine o binario giroscopico aplicado pelo disco ao suporte ABCG.

Questao 2 (3,5 pontos). A placa homogénea quadrada de lado L e massa M

Vi y encontra-se em repouso e se movimenta no plano Oxy suspensa pela articulagao
M%M em torno de O, conforme mostrado na figura ao lado. Uma pequena esfera E de

E o massa m, com velocidade g = —vg7; colide com a face plana da placa no ponto

vy >

i A, de forma perfeitamente elastica. Pedem-se:

i a) os diagramas de impulsos dos corpos livres;

L b) a velocidade angular da placa ', imediatamente apés a colisdo;

| c) o vetor velocidade ¥, do centro de massa da placa, logo apos a colisao;
d) o impulso reativo Ip na articulagéo O.

Dado: momento de inércia da placa Jg, = %M L?
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Questao 3 (3,5 pontos). A figura ao lado ilustra um sistema de
icamento montado sobre um navio. Uma carga de massa meo e dimen-
soes despreziveis encontra-se presa a extremidade A do cabo ABCD,
suposto inextensivel, de comprimento total [ e de massa desprezivel. O
trecho C'D do cabo se enrola sobre a superficie de um carretel de centro
P, raio R e massa m1, que pode ser modelado como um cilindro ho-
mogéneo. Este carretel é acionado por um torque M fornecido por um
motor. Admita que o navio tem inércia muito maior que a do sistema
de icamento, de tal forma que o movimento do mesmo esta restrito,
durante a operagao do sistema, a uma translacao vertical descrita por
uma fungao u(t) conhecida. Despreze as dimensoes da polia de centro
0. Adote como coordenadas generalizadas os dngulos 0 e ¢ indicados,
considerando que, durante a operacao do sistema, os valores destes an-
gulos permanegam em intervalos em que nao haja a possibilidade de
colisdo da carga com qualquer parte do navio. Pede-se:

a) as expressoes da energia cinética (T) e potencial (V) do sistema,
b) as equagoes de movimento do sistema nas coordenadas 6 e ¢, deduzidas a partir do formalismo de Lagrange.
c) as expressoes das equagoes de movimento na forma de espago de estados y = f(t,y), adotando como vetor de

estados y = [y1 y2 y3 ya] ' = [0 ¢ 0 ¢]T
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Resolugao da Questao 1 (3,0 pontos)

a) O vetor rotagao absoluto do disco, expresso no sistema de eixos Gzryz é:

G = wiJ + wal' = wol + Wy cos @7 — wy sinqu (0,5)

b) Os momentos de inércia do disco sdo:

100mr2 100mr2

4

_ 100mr2

Jaz = + 2mr? = 52mr?, Jay = =25mr?, Jg. = + 2mr? = 2Tmr?

Os produtos de inércia do disco sao:
JG:ch =0, JG:ch =0, JGyz =0

Portanto, a matriz de inércia do disco, no pélo G, descrita no sistema de eixos Gryz, é:

52mr? 0 0
Newy-=1| 0 25mr* 0 (1,0)
0 0 27mr?

¢) O momento da quantidade de movimento no polo G do disco é:

52mr? 0 0 wo
Hg = [J]Gl,yz @ = 0 25mr? 0 | wicosg | =mr? (52w27+ 25w1 cos ¢p7 — 27w sin qbk:) (0,5)
0 0 27mir? —wi sin ¢

d) Para determinar o binério giroscopico aplicado pelo suporte ABCG ao disco, aplicamos o Teorema do Momento
da Quantidade de Movimento ao disco, ou seja:

em que o vetor aceleragao rotacional & & dado por:
b= (Z’rel + cf}arr + Garr A Wrel = 0+0+ wle wWol = (w1 €oS ¢7 — w1 sin ¢l§) A wWol = —wiws (cos qﬁE + sin qﬁj’)

e M @ € o binario giroscopico ativo aplicado ao disco pelo suporte ABCG. Fazendo-se as devidas substituicoes,
tem-se:

-

52mr? 0 0 0 7 7 k
Mg = 0 25mr? 0 | —wiwasing | +mr? | wy w1 COS ¢ —w1 sin ¢
0 0 27Tmr? —WiWs COS ¢ 52wy  2bwicos¢ —2Twi sin ¢

= —25mr2wiws sin ¢F — 27Tmr?wiws cos ng + mr? [—Zw% sin ¢ cos v — 25w we sin ¢ — 27w ws coS QSE
= mr? (—2w% sin ¢ cos o7 — 50wy ws sin @7’ — 54w ws cOS ¢E>

Portanto, o binario giroscopico reativo, aplicado pelo disco ao suporte, é:

/

MG = mr? (2(,0% sin ¢ cos o7 + 50wqws sin @7+ 5dwiws cos QSE) (1,0)
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Resolugao da Questao 2 (3,5 pontos)

. 1
a) os diagramas de impulsos dos corpos livres (figura ao lado). (0,5) Ve Ia A

b) a velocidade angular da placa W', imediatamente apds a colisao. Apli- E m v fY/OX
cando o Teorema da Resultante dos Impulso (TRI) na esfera E com y
velocidade U = —vgJ anterior & colisdo: A N

Ie

mAUE:IE = m(ﬁfg—ﬁE) :IEj com 17E: —’UEf

= |m@y+vg)=Ig (I) (0,5) G

Aplicando o Teorema do Momento dos Impulso (7'MI) na placa com
velocidade angular anterior a colisdo & = 0 k e considerando o polo O,
obtem-se:

- [ ext

JoAS=Mgy W = Jou(w —w)k=(A—0)AI4

- L
= Jo,w k= (—5) TA(—14)T

2
= ZJOZ W =1y (I1)  (0,5)

Considerando que I = I4 e comparando as duas expressoes anteriores (II) e (I):

2
ZJOZw’ = m(vy + vp) (I1I)

Utilizando a expressao de restitui¢do de Newton, para colisao perfeitamente elastica (e = 1):

/ —

W=—e-u = (Up—T4) T=—e(Up—7a)-7
= (v -

W =-1-(—vg—0)=vg
E

+ 1)14 (IV) (0a5)

v
v

= |V =

Utilizando a féormula de campo de velocidades para a placa rigida:

Lo
2

- - L
T =Th+@ A(A-0) = *;,:o+w’m(—§;) = |7, =—

T (V)

O momento de inércia no polo O pode ser calculado utilizando a féormula de mudanca de polo para eixos paralelos:

IN2 5
Jo. = Ja. + M<§> = | Jp. = 2 MIL2 (V1)

Utilizando as expressoes (IV), (V) e (VI) em (III), obtém-se:

2m 12m -
) . L VII) (0,5
v L(5M my F Y T LM +3m)E (VI)  (0,5)
6 +5>
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c) o vetor velocidade T/, do centro de massa da placa, logo apds a colisdo é obtido novamente pela aplicagao da
formula de campo de velocidades:

)'UE 7 (VIII) (0,5)

d) o impulso reativo Ip na articulagio O. Aplicando o TRI na placa e utilizando as expressoes (VIII), (VI) e

(I1):

o " o " 12m o 2 " o o
m(vé_UG’):_IAJ‘i_IOx Z+I0y] = mmsz:—fJozw/j—i-on Z+on_]
6m? 2 10Mm
Ox (5M+3m)vE € Oy L OzW Oy (5M+3m)1)E ( ) )
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Resolugao da Questao 3 (3,5 pontos)

a) A energia cinética do sistema pode ser expressa na forma:

1 1 . 1
T = imlv% + §J192 + imgvi

2
T = %mliﬂ + %”“QR 0% + %mz[(qB(l —d— RO) +ising)” + (RO +icos ¢)’]

T = %(m1 +mg)i? + (% + %)RQGQ + %mg(i)Q(l —d— RO+ mou[¢p(i —d — RO)sing + 6Rcos¢] (0,6)

A energia potencial, por sua vez, pode ser escrita na forma:

V =mig(u — R) + maglu — (I — d — R) cos ¢] (0,3)
b) Equacao de movimento associada a coordenada 6:
d /0T or ov
ai(og) ~ 95+ 95—

or = (@ + m2>R29 4+ maotu R cos ¢

06 \ 2

3 GF) - (i i

T : .
‘2—9 = —my¢?R(l — d — RO) — myuipRsin ¢, %‘g = magR cos &, Qo=M
(% n mz) R2 + mad®R(I — d — R) + ma(g + i) Reosd = M (1,0
Equacgao de movimento associada & coordenada ¢:
d 0T\ 0T oV
iiog) 5" 55 =@
T : ) . .
99 =map(l —d — RO)* + mau(l — d — RO)sin ¢
dory - ) - 3 )
= (aé) — mad(l — d — RO — 2mad@R(l — d — RO) + maii(l — d — Rf) sin ¢

— mpufRsin ¢ + matg(l — d — RA) cos ¢
or 0

9 :mga[d')(l—d—RQ)cosqb—éRsinqb], (;gzmgg(l—d—RG)sinqzﬁ, Qy=0

mad(l — d — RO)? — 2madfR(l — d — RO) + ma(g + i) (I — d — RO)sing = 0 (1,0)

c¢) Adotando como vetor de estados y = [y1 y2 y3 4] = [0 ¢ 6 q'S]T, tem-se:

‘ Y3 1
y Y4
. y2 2 2 .
_ (%] _ 4 _ 0,6
y= | (m1+2m2)R2(M1 mayi R(l — d — Ryr) = ma(g + i(t)) R cos o) (0,6)
Ya I B . .
I T—d— Ty (2Ry3y4 (g+u(t))smy2) |





