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12 Questdo (3 pontos)
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Duracéo da Prova: 110 minutos (ndo é permitido usar quaisquer dispositivos eletronicos)

O sistema mostrado na figura, composto por trés barras

e

de massa m e comprimento 3L, gira em torno do eixo
Az com rotagdo @ = wk , constante. Determine:

a) As reagdes (X,,Y,,Z,), na articulagio A e
(X;,Y,), no anel B.
b) As massas mz e my, a serem colocadas nos pontos C

D, respectivamente, necessarias para balancear o

sistema.

a) As reagBes (X ,,Y,,Z,), naarticulacdo A e (X,,Y;), no anel B.

r 9

A

Za

3mg

Xa

==

/

Momento Angular. pélo 4 (fixo):

Hy=[1,ko}=-J 0 —J 0 +J.ck = H,=—J_oi - JIT:@;-' + J.0k

Mas

€. portanto.

- —
H, =3mL o]

Posicdo do baricentro:
X =0

3mvg=mL{2+mL+mL[2 =

ve =2L[3

Zg = 3L/2 (sumetria)

Aceleracdo do baricentro ( @ = @k , constante):

(0.5)

dg =—(2L/3)*

TMB:
_‘1—.':[ __."L—B = 0
Y,+Y; =3m(-2L/3)0%)

Z,=3mg

(0.5)

—J 0 j+ T 0%

e, =0.) +U.) +0.)  =0+0+mL3L/2)+(0+mL/23L)

(0.5)
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TMA. polo 4 (fixo):

3mI’e? =—Yg3L-3mg2L/3 |X,=Xz=0
H,=MT> 0=-X,3L = |V, =2mg/3-mLe" (0.5)

i 2
0=0 Yy =—2mg{3—mLo"

b) As massas 1, e m,. a serem colocadas nos pontos C e D. respectivamente. necessarias para
1 2
balancear o sistema:

iy em (O.—L.O} e 1, em (O.—L.ﬁl)

Baricentro na condi¢do balanceada (vg =0): 3m.2L/3—mL—m,L=0 = my+m, =2m

NP - 2, 72 2
Produtos de inércia na condigdo balanceada nulos: J._ = 0=3mL" +0=3m,L" = m, =m

Assim: |y =my =m|. (1.0}
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2% Questdo (3,5 pontos) A figura mostra um
disco homogéneo de massa m e raio 2a que gira
em sentido horério em torno de um eixo fixo
perpendicular ao plano e passante por O com
velocidade angular @ . O ressalto A, de massa B C G
desprezivel, choca-se com a barra de massa m e
comprimento 4a, articulada em C e que esta }‘_)‘
a

&

L

)

inicialmente em repouso. Considerando-se
validas as hipdteses de choque de Newton e
conhecendo-se o coeficiente de restituicdo e,
pede-se:

a) Os diagramas de corpo livre, do disco e da
barra.

i (=}

b) As velocidades angulares do disco, @', e da barra, Q' , imediatamente ap6s o choque.

Eq. das velocidades relativas: vl — v, =e(v, —\'B] = Qa-n2a=emnza (eq. 1) (0.5)

TMI no disco com polo em O: AH, = J'I\:Io dt = I (-0 —(-o))=2Iak (eq.2) (0.5)

TMI na barra com pélo em C: AH. = JWIC dt = 1 Q'k=1Iak (eq.3) (0.5)
Substituindo (eq. 2) em (eq. 3):

4ma- dma“ '
o— =2
2 \

16ma’

2 | P ] 3 [
+ma’ }Q =Q =:(c~3—m]

2 2

Substituindo em (eq. 1):
. (3-14e) o

_ 141111121 + e} o

T - Q'=@m = I

(0.5)

c) O impulso reativo em O.

. . - I4maf(l+e
TInodisco: [=AQ=0= I, =-1 = |I,. =—17E)c-) [p. =0 (0.5)
d) O minimo valor de @ para que a barra venha a se chocar contra o disco.

Para a barra bater no disco o seu baricentro devera atingir a altura maxima passando pela vertical

1{ 7ma’ | _,, . 62 17 |6g|
do ponto C. Pelo TEC: AT=1= —l Q" >mga >0 >—= P |o> — (0,5)
2 3 7a 6(1+e)V 7a
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3% Questdo (4,5 pontos) Um pino Q, de massa
desprezivel, pode deslizar sem perda de contato sobre
uma pista cilindrica de raio R, conforme indica a figura. Il'
Uma haste de massa desprezivel e comprimento r esta

ligada a Q e prende uma pequena esfera de massa m, 0
idealizada como uma particula P. A base (i,],k)
orienta o sistema Oxyz. Considere a aceleracdo da
gravidade §=-gj Tomando as variaveis ¢ e # como
coordenadas generalizadas, pede-se:

a) Escreva a posicdo de P e sua velocidade V, indicando-as na base (i, j,k).
(P-0)=(Rsing+rsind)i —(Rcosp+rcosd)j 0,2) (1)
V =(Rpcosp+rocosdi +(Rpsing+rodsind)j . 0,3) (2
b) Escreva a expressdo da funcéo de energia potencial do sistema.
V =mgy =—mg(Rcosep+rcosd) . 05 @3

c) Escreva a expressao da funcéo de energia cinética.
Neste caso,

T :%mv2 :%m[(R(pcos(p+ rdcosd)? + (Rgsin ¢+ résin 6’)2] =

(4)
_ 1 2 <2 2 '2 . A - - _
_Em[R Q" +1°0° + 2Rrp0(cos ¢ cos @ +sin gsin 0)] =
Ou seja,
T= % m| R?G” +1°6° + 2Rrgdcos(0—9) | . (0,5) (5)
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d) Sob dissipa¢do viscosa proporcionada por lubrificacdo no contato do pino com a pista, que € aqui
representada pela funcdo Rayleighiana R = ;(Clgbz +C292); C,>0,j=12, deduza as equagdes de
movimento do sistema nas coordenadas ¢ e 4.

As equacOes de Lagrange, sob dissipacdo Rayleighiana, podem ser escritas:

d| oT or oV o0R o
—| — |- + +—=0; j=12
dt{oq, ) &g, oq; aq;
com (0,5) (6)
q= [ql 0, ]T = [(p Q]T
Assim, com:
oT

~— =mRrgfdsin(0-9) ; ﬂ:—mRrgbé’sin(e—go)
o0 00

?zm(Rng+ Rrécos(0—p)) ; %zm(r29+ Rrg>cos(0—¢))

. ) | | ; 05

—| = [=m(R*@+Rré cos(6 - p) - Rrosin(0 - p)(0 - ¢))

dt\ og

d(oT 25 .. .. S

—| — |=m(r°@+ Rrpcos(d—¢)—Rrpsin(d —¢)(6 —

dt(aej (126 + Rej3cos(60 - )~ Regssin(0 - p)(6 - 3))

oV . oV .

—=mgRsing; —=mgrsing . 0,3) (8

o0 gRsing; —2=mg 03) (8
e

o0R oR .

—=Cp; —=C40 0,2 9

2% Wi —5=C 0,2) (9
Segue:

m(R2¢+ Rré cos(0 — @) — Rrésin(@—gp)(é’—(p))— mRr@@sin(d — @)+ mgRsinp+C,p=0
e (10)
m(r*6 +Rrgcos(6 — ) - Rrsin(6 - p)(6 — ¢) )+ MRrosin(0 — ) + mgrsin 6+ C,0 = 0

Que podem ser reescritas:

MR+ mRrd cos(6 — @) + C,¢— mRré? sin(6 — p) + mgRsin @ = 0 05) (1)
MRr¢cos(6 — @) + mr?d +C,0 + mRrg? sin(6 — ) + mgrsin @ = 0 ’
Ou ainda, na forma matricial,
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MG+Cq+h+g=0

com
1 %cos(e—(p)
M = M(q) = mR* 2
r r
— - —
- cos(6 — ) (Rj
C, O
C=[1 } (12)
0 C,

h=h(g,q)=mRrsin@-¢)[ 6> ¢*|
g=g(@)=mg[Rsing rsin H]T
q=[a, o] =[¢ o]

e) Determine as posic@es de equilibrio do sistema. Discuta sua estabilidade. Justifique sua resposta.
A posicdo de equilibrio do sistema advém da condicéo

N _

~0:j=12
aq;
ou seja : (13)
oV

—=mgRsinp=0 e &:mgrsinezo
op 00

A qual, no presente caso, conduz as seguintes possibilidades fisicas (com, —% <@ s%):

q=[0 kz]; keZ. (0,5) (14)
As posicoes de equilibrio com k par sdo estaveis, uma vez que nesses pontos a matriz Hessiana,
K= % , € definida positiva. J& aquelas correspondentes a k impar séo instaveis. De fato:

G;icq; |
i Rcos 0
K=Y | _mg 4 , (15)
09,0q; 0 rcosé

que nos pontos de equilibrio fica:
R

K@) =m ; keZ 0,5 (16

@ g{o (_DKJ c (0.5) (16)

As posicdes de equilibrio estaveis sdo, na realidade, assintoticamente estaveis, pois a matriz de

amortecimento C é definida positiva.
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