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12 Questdo (3,0 pontos).

O anel homogéneo (de espessura desprezivel), de massa m e raio R gira ao
redor da barra OG, de massa desprezivel e comprimento L, com velocidade
angular a ela relativa (i.e., de rotacdo propria) constante, . Sabe-se que este
rotor estd em movimento de precessao estacionaria com angulo € e taxa de
precessdo (2, ambos constantes e considerados conhecidos. O sistema Oxyz
acompanha a barra OG, com Oy sempre horizontal. Os eixos Ox, Oy, Oz e OZ
sd0 orientados respectivamente pelos versores, i, ], k e K. Nesta situacdo de

equilibrio dindmico, determine:

a) a velocidade angular de rotacdo propria, ;
b) a forca de reacdo aplicada ao sistema, pela rétula O.

2% Questéo (4,0 pontos) - A figura mostra um sistema composto por duas barras homogéneas idénticas, cada uma de

comprimento 2a e massa m. As barras sao
articuladas entre si, em A, e nas duas
extremidades O e B. Na articulacdo A, esta
instalada uma mola de torcéo linear de constante
Kr, que restringe elasticamente o movimento
angular relativo entre as barras através de um
torque linearmente proporcional ao angulo 6.

Uma forga, horizontal constante, F=—Fi, é

aplicada em B. Pede-se:

a)
b)

c)
d)

€)

Escreva os deslocamentos virtuais B, &G,, &, , dos pontos B, G; e Gz, como funcéo do deslocamento virtual

00.

Utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais, deduza a equacdo de equilibrio, na coordenada generalizada &,
em funcéo de F e dos demais parametros.
Admitindo F=0, escreva as funcGes de energia cinética e potencial do sistema.

Determine, entdo, a nova posicao de equilibrio do sistema a partir da funcéo de energia potencial e verifique a
consisténcia do resultado, comparando-o ao item (b) (faga F=0 no resultado do item (b)).

Por fim, utilizando o formalismo de Euler-Lagrange e admitindo que a forca aplicada seja dependente do tempo,

naforma F =-F,sinati , deduza a equacéo diferencial de movimento do sistema, na coordenada generalizada
6.

32 Questao (3,0 pontos).
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@t A pequena esfera E de massa m/12 e dimens@es despreziveis
gl atinge a barra de massa m e comprimento L, com velocidade

G vertical Vi =-V ] , conhecida, no ponto A. Dado o coeficiente
A

de restituicdo e e sabendo-se que a barra esta em repouso antes
A do choque, pedem-se:
a) O diagrama de impulsos agentes sobre o sistema;
b) O impulso I recebido pela esfera durante a colisao;
c) A velocidade da esfera Vi e a velocidade angular w'

da barra, imediatamente ap6s a colisdo.
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RESOLUCAO

12 Questdo (3,0 pontos).
O anel homogéneo (de espessura desprezivel), de massa m e raio R gira ao
redor da barra OG, de massa desprezivel e comprimento L, com velocidade
angular a ela relativa (i.e., de rotacdo propria) constante, . Sabe-se que este
rotor estd em movimento de precessao estacionaria com angulo 6 e taxa de
precessao (2, ambos constantes e considerados conhecidos. O sistema Oxyz
acompanha a barra OG, com Qy sempre horizontal. Os eixos Ox, Oy, Oz e OZ
sd0 orientados respectivamente pelos versores, 1, T,IZe K . Nesta situacdo de
equilibrio dindmico, determine:
a) a velocidade angular de rotag&o propria, w;
b) a forca de reagdo aplicada ao sistema, pela rétula O.

Resolucéo:
a)

Qo = Dy + D = QK + ak ; mas K =cosdk —sendi , logo:

abs = “arr rel —

= (w+Qcosd) k —Qsendi (0,5)

abs

Da condicdo de precess&o estacionaria, (¢=Q=cte; y = w=cte; =0), pode-se deduzir, pelo TMA, ﬁo =M,
com O fixo, um ponto pertencente a extensdo ideal rigida do anel , que:

‘(Ja)+ (J = 1)QcosH)Q2=mgz, = mgL‘, (1,0
de onde:
o= n;?)" (——1)Qcos€; com J=mR% e | :m(R;Jr sz.
Ou seja:
0= (gFIQ_Z +(IR'—22 —%]Qcose (0,5)

b) Neste caso de precessdo estaciondria (,, = QK =cte), tem-se: ag =d,, A&y, A(G—-0)), de forma que:
dg = OK A (O A LK)= 0K A(QLsendf )= Q%Lsend(K A 1), ie.,

g =07 Lsene(cosai* +senék ) (0,5)

Do TMB seguem as reages, Xi +Yj + Zk aplicadas pela articulacdo ao sistema.
De fato: méag = Xi +Y]j +Zk —mgK , ou seja,

- mQZLsene(cosei* +sen HZ): Xi +Yj + ZK — mg(-senéi + cosék)
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2

X =—mg[sen0+ 2 Lsenﬁcos&j

Y =0 . (0,5)

2
Lsenzaj

Z= mg(cose— L
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22 Questéo (4,0 pontos) - A figura mostra um sistema composto por duas barras homogéneas idénticas, cada uma de
comprimento 2a e massa m. As barras séo
articuladas entre si, em A, e nas duas
extremidades O e B. Na articulacdo A, estd
instalada uma mola de torcéo linear de constante
Kr, que restringe elasticamente 0 movimento
angular relativo entre as barras através de um
torque linearmente proporcional ao angulo 6.

Uma forca, horizontal constante, F=—Fi, é

aplicada em B. Pede-se:
a) Escreva os deslocamentos virtuais 0B, &G,, G, , dos pontos B, G: e Gz, como func¢do do deslocamento virtual
0.

b)  Utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais, deduza a equacao de equilibrio, na coordenada generalizada &,
em funcéo de F e dos demais parametros.

C) Escreva as fungdes de energia cinética e potencial do sistema.

d)  Admitindo F=0, determine a nova posicdo de equilibrio do sistema a partir da funcdo de energia potencial e
verifique a consisténcia do resultado, comparando-o ao item (b).

e) Por fim, utilizando o formalismo de Euler-Lagrange e admitindo que a forga aplicada seja dependente do tempo,

na forma F = —F,sinati , deduza a equagéo de movimento do sistema, na coordenada generalizada 6.

Resolucéo:

a) As posicoes dos pontos B, G; e G sdo escritas, nha base candnica da figura:
(B—-0)=4acoséh

(G, —0) =a(coséi —send)
(G, —0O)=a(3cosé —send)
Delas decorrem os respectivos deslocamentos virtuais, expressos em funcdo de 56:

B =-dastkendi
3G, =—adf(sendi +cosd) | . (0,5)
3G, =—adh(3sendi +cosé)

b) Pelo PTV, podemos escrever:
W ZMF +Mg +ME :0.

onde, os trabalhos virtuais associados, respectivamente, a forca aplicada em B, as forcas-peso e ao torque restaurador

elastico, M, =—K; 20, séo dados por:

W, =F - 3B =4Fastend
W, =-mgj - &G, —mgj - B, =2mgasdcost (0,5)
W, =K, 2050

Decorre, entao:

(4Fasend + 2mgacosd — 26K, )56 =0
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E desta, a equacao de equilibrio:

2£sen:9+ cosé — K0 =0| | (0,5)
mg mga

A solugdo desta equacao fornece o angulo de equilibrio.
c) Escreva as fungbes de energia cinética e potencial do sistema.

A energia cinética do sistema é a soma das parcelas correspondentes a cada uma das barras: T =T, +T,.
Mas

2
leiJA92=1m@92=Ema292
2 2 3 3
e
2
Tz:lmvé +1JG 6'?2:1mv(23 10 92:1mvé + ez
2 22 0™ 2 2 12 2 > 6

Mas, como Vg =Vg +@, A(G,~B); (B—0)=4acoséh =V, =—4asind ; (G,—-B)=-a(cosd +sing) e

@, =6k ; vem que Vs =-ad(3sindl +cosd) e assim, V3 =a’0’(9sin’ 6+ cos’ 0) = a’6* (8sin? 0 +1) . Desta

forma, T, :%mvé2 +%ma26}2 :%math'z(Ssin2 0+1) +%ma2<9'2 = (4sin? 0+§)ma2¢92 : que somada com

2 .
T, = Ema292 fornece:

T =(4sin® 0 + %)mazé2 =4ma’®6%(sin* 6 + %)
(0.5)
Alternativamente, a energia cinética da barra 2 pode ser calculada de T, = %vé -, (B-G,) Amvy +%JB92 ,

que conduz, também apos alguma algebra, a mesma expressado anterior.

Energia Potencial:
O torque reativo € derivado de um potencial de energia de deformacdo eléstica, V:(6); ou seja,

V, i . . . .
M, =-K;26 = —%—; . Segue, entdo, que V; (6) =K, 8. A energia potencial do sistema &, assim, a soma de

uma parcela associada a agéo gravitacional e outra a deformacdo eléstica da mola torcional, na forma:

V =V, +Vg =mgh, + mgh, + K; % =-2mgasin 6 + K 6, logo:

V (0) =—2mgasin 8 + K, 6° (0,5)

d) Admitindo F=0, determine a nova posicdo de equilibrio do sistema a partir da funcéo de energia potencial e
verifique a consisténcia do resultado, comparando-o ao item (b).

Da condicéo de estacionariedade de V (8) no equilibrio segue que:

v =0=-2mgacosd + 2K 0 =0 e, portanto,

de
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= 0 (0’5)

mga
Que corresponde a expressdo deduzida no item (b), com F=0.

e) Por fim, utilizando o formalismo de Euler-Lagrange e admitindo que a forca aplicada seja dependente do tempo,
na forma F = ~F,sinati , deduza a equagdo de movimento do sistema, na coordenada generalizada 6.

Qg , com

A equacéo de Euler-Lagrange na coordenada generalizada 6, pode ser escrita, — d
dtl o 80 20

0Tj ar av

Z F, -—L aforca generalizada associada a forcas aplicadas de natureza ndo conservativa. No caso, com

uma Unica forca aplicada no ponto B, Q)° = F % =—F,sinati - (—4asindi) = 4Fasinwtsing . (0,5)

Fazendo as derivadas,

% =8ma?sindcoshh? = 4ma??sin20
ﬂ =8maZg| = L +sin’@

00 3

dfaor =8ma?| 6 1+sin20 +6%sin20
dt 86’ 3

oV
" 2(K;60 —mgacosd)

E assim a equacéo diferencial do movimento fica expressa:
8ma2[é(% +sin’ 0) +6%sin 20} —4ma®6”sin26 + 2(K, 6 — mgacosé) = 4F,asin wtsing ,

gue rearranjada fica

L sinzoli—Lersinzo+1[ K2 _9 s ]-L F"i i ing = (0,5)
3 2 4 2 ma

Que € uma e.d.o. (equacdo diferencial ordinaria) ndo-linear de segunda ordem, ndo autbnoma e sob excitagdo
denominada paramétrica, porquanto a forcante comparece modulando um dos termos que depende da funcédo

&t). Observe que no equilibrio, i.e., =0 =0 e com F, =0, ou seja, na auséncia de forgante ndo conservativa,

« . x o~ K
a equacdo de movimento reduz-se a uma equacdo algébrica na forma (L‘?—gcosejzo, gue recupera
ma“ a
exatamente aquela determinada no item (d). Adicionalmente, se d=0=0e se a forca de excitagdo for
constante, F =—Fi , como no caso do item (b), a equacdo de equilibrio deduzida naquele item é também
prontamente recuperada. Esta analise mostra a consisténcia e corre¢ao do equacionamento.
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Observac0es adicionais:

No item (b), procura-se, evidentemente, a solugdo de equilibrio no primeiro quadrante. Deve-se, adicionalmente,
estudar a estabilidade do ponto de equilibrio, 0 que se consegue, por exemplo, através de uma expansao em
série de Taylor em torno deste ponto e de uma analise apropriada.

Note que, na auséncia da forca peso, a equacdo de equilibrio oriunda da aplicacdio do PTV fica

4Fasend —20K; =0 46 formece um modelo bastante simplificado ao problema classico de flambagem de
uma viga. O ‘ponto de instabilidade’, ou de ‘bifurcagido de equilibrio’ ou ainda, a ‘carga de flambagem’, podem
entdo ser avaliados. Basta considerar a equacdo de equilibrio linearizada, i.e., ?<<1 na forma
O(2Fa—-K;)=0

A equacio acima é satisfeita se (1=0, equilibrio trivial, ou se 2Fa-K; =0 o, seja, se F=Fy =K /2a
Por outro lado, da teoria de estruturas, sabe-se que a carga critica (carga de Euler) de flambagem de uma viga
linear-elastica, de comprimento L=4a e produto de rigidez flexional El, é dada por:

_ 2El o EI
TR T
de tal forma, que uma mola (de torc¢éo) equivalente, do ponto de vista de flambagem, sera dada pela constante,
El El L
K; =2ar? =n’—=F,—
16a? 8a 2

Este ¢ um ‘primeiro modelo equivalente-discreto’ de flambagem de uma viga.

J4, na presenca da forca peso, a equacdo de equilibrio linearizada, ©<<1, fica, 2F@¢+mga—-K; =0. ,,

O(2Fa—K;)+mga=0
Oeq = 2Fmga

a-K;
Note que esta Ultima equacéo se torna singular quando a magnitude da forca, crescente a partir do valor nulo,
atinge o mesmo valor critico anterior, F =F, =K;/2a. Ou seja, a acdo da for¢a peso ndo altera o valor da
carga critica de flambagem. Seu efeito é definir uma nova e Unica posicéo de equilibrio. Esta nova condi¢do de

equilibrio pode ser aproximadamente avaliada pela expressdo acima, mas estara exatamente determinada com

a solucdo da equacéo transcendental deduzida no item (b): Zisena +cosé _Kio =0.
mg

mga
Por fim, se a e.d.o. de movimento do sistema, deduzida no item (e), for linearizada, para pequenos angulos e
velocidades angulares, toma a forma:

ainda, , que tem uma Unica solugéo,

1éJrl(KT?—gj—lF"é;sina)wzo,
3 4\ ma a 2 ma
ou ainda,
é+§ Lz_iazsina)t _Egzo
2\ 2ma ma 4a

Na auséncia da gravidade, esta equacao fica escrita
é+§(L—ﬁsina)t}9=0.
2\ 2ma® ma?
Esta equacdo é uma forma da cléssica Equacdo de Mathieu, que exibe instabilidades quando a amplitude da
carga pulsante atinge o valor critico F, =K;/2a, deduzido acima. De fato, se F,>F, =K;/2a, a rigidez
efetiva do sistema, dada pelo termo que multiplica 6, e que é fungdo do tempo, tornar-se-4 periodicamente

negativa, causando a instabilidade.
32 Questao (3,0 pontos).
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@t A pequena esfera E de massa m/12 e dimensBes despreziveis
gl atinge a barra de massa m e comprimento L, com velocidade
5 G vertical V =—Vj , conhecida, no ponto A. Dado o coeficiente de
- A restituicdo e, e sabendo-se que a barra estd em repouso antes do
K= A choque, pedem-se:
o a) O dlagramaqde corpo-livre e impulsos do sistema;
J | L L2 b) O impulso I recebido pela esfera durante a colisao;
) | c) A velocidade da esfera Vi e a velocidade angular w'
7 da barra, imediatamente apds a colisdo.
Resolucéo:
(a)
@)
I
> 1
] B
e A
e 7
' (0.,5)
(b) e ()
ST P m m_, m '
- TRIparaaesfera: L+1=L"= —Ve ==l :E(VE +Ve) (1)
(0,5)
- TMI para a barra, polo G: Kg +(A—G)AT, =K = 6+%i"/\(— 17)=dg0k =
L 1 , 6l
—— 1 =—ml% =———|(2 0,5
AT Rk = 1O 05)
- Cinematica do CR: v = @' A (A-G))= Vaj =o'k /\%Tj VA :CDTL (3)
- Choque: v/, —vi =—e(v, —vE):> (4)(0,5)
- Solugéo do sistema:
@em(3) =l -2 ©)
, 3l
(5) em (4) =|vg = _(F + evEJ (6)
m - m
(6)em (1) =1 :E(l—e)vE =1 :E(l—e)vE ] (7)(0,5)
1+4 _, 1+4e -
(7)em (6) = Ve =~ Ve =>{Ve =~ Ve |
’ 2 VE
(7) em (2) =|o =—g(1—e)T (0,5)




