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Duracio da Prova: 110 minutos (nfo é permitido uso de calculadoras)

1* Questao (3,5 pontos)
O dispositivo da figura gira com velocidade angular @ = @, k

varidvel acionado pelo momento externo M (t)=le€. O

dispositivo ¢ formado por barras com comprimentos conforme

mostrado na figura e gira sobre o anel 4 e articulagdo B,

ambos fixos. Pede-se:

(a) fazer o diagrama de forgas sobre o corpo livre;

(b) calcular o0 momentos das forgas externas em relagdo ao
centro de massa;

(c) calcular Jz e Jxz do dispositivo em relagdo ao centro de
massa;

(d) obter a equagdo diferencial de movimento;

(e) calcular as reagdes dindmicas nos mancais 4 ¢ B no
instante que a velocidade angular ¢ @.

Obs.: as barras tem didmetro desprezivel e densidade linear de massa p por unidade de comprimento.

Despreze a agdo gravitacional.

2" Questao (3,0 pontos)

Uma placa quadrada de massa M e lado a esta presa a uma articulagdo no ponto 4.
A placa encontra-se inicialmente em repouso. Em um dado instante, o ponto B da
placa ¢ atingido por uma pequena esfera de massa m, movendo-se
horizontalmente, como indicado na figura. Sabendo-se que a esfera atinge a placa
com uma velocidade conhecida ¥, =Vi e que o coeficiente de restituigio no
choque ¢ e, pede-se:

(a) avelocidade angular @'= @'k da placa imediatamente ap6s o choque

(b) o impulso que a esfera aplica sobre a placa durante o choque.

Dado: momento de inércia da placa em relagdo ao eixo z passando por G: J, = %Ma2
3? Questio (3,5 pontos)

No sistema mostrado na figura, o disco de centro O possui massa M e 0
raio R. Uma massa concentrada m esta fixa ao disco a uma distancia e
do centro O. A massa m estd em sua altura maxima quando a
coordenada @ vale zero. A periferia do disco estd acoplada a uma g '

mola de rigidez &k e a um amortecedor viscoso linear de constante c. @
Uma for¢a horizontal F' atua em um fio inextensivel passante pela
polia de centro 4, de massa desprezivel. Utilizando a coordenada K
generalizada 0 e admitindo que a mola tem deformacgao nula quando
a coordenada @ vale zero, pede-se:

(a) a energia cinética do sistema; k C
(b) a energia potencial do sistema; F

(c) a fungdo dissipativa de Rayleigh do sistema;

(d) a equacdo de movimento para a coordenada 6, usando o método de Lagrange.
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Resolucio da 1* Questio (3,5 pontos)

a) Diagrama de forgas sobre o corpo livre: (0,5 ponto)

b) Momento e produto de inércia (0,5 ponto)

2 5 L3
JXZ:2m£*£+2mL*L:5mL sz: 1% (1)

2 2 2

2 2 8 L3
JZ=2’”3L +2mL2=8n;L J = ’; )

c) Calcular o momentos das forgas externas em relagdo ao centro de massa (0,5 ponto)

M,=(A-G)AR,+(B-G)AR, +M

=%L1€A(AXZ+A),})—§L1€/\(BXf+By]’+BZ ky+M_k

M,
v 5 = < = < =
MGZEL(AXJ_Ayl -B j+B,i)+M_ k

d) Equacao dindmica: tomando como pdlo o centro de massa G da figura, o momento angular resulta

J, 0 —-J_ 1|0
[I:IG]= o J, 0 0 =(—szf+JZl€)w (0,5 ponto)
-J, 0 J @

zx z g

Para o variavel a derivada temporal do momento angular resulta:

A, :(—szZ+le€)a>+(—ij+leija) :

i=dni=wkri=w] e lé:c?)/\k:a)l;/\lgzo

H,=-J_oi-J_o" j+J.ok =M,_,| em cada direcio resulta: (0,5 ponto)




J.o=M.

2 _
-J o =
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~Jb=2L(B,~4) ()

5
S LA =B) (4

®)

(0,5 ponto)
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e) Calcular as reagdes nos mancais: usando o Teorema da Resultante (0,5 ponto)

m,,, d; = Zﬁext como o centro de massa coincide com o0 €ixo d
A, +B =0 (6); A, +B,=0 (7); B.=0

Usando (1); (3) e (7)

8 pl’

. 2 2
v:_M:—pL o e Ay:pL @
| 5L 2 2
Usando (1); (4) e (6)
2 2 2
Bx=—sza) _PE e Ar=—pL o
5L 2 ] 2
. 3M
o=

(8)

0;
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Resolucio da 2% Questio (3,0 pontos)
Diagramas de corpo livre:

Ya
Xa
./I
Esfera Placa Conjunto

Relacdo cinematica para a placa imediatamente depois do choque:
173'= VA '+a)'/\(B - A), em que VA'z 0e (B — A) = —a\/zj = 173 =a20'7 0.5)

Velocidade da esfera apos o choque: V,'= V T+ Ve, i

(a) Momento de inércia da placa para eixo z passando por A:
J2) 2

a j = J. =2Mad* (0.3)

Z4

J., =J. +M (
Teorema do momento dos impulsos para o conjunto, polo A:
W, =0 =H,=0,

= (B-A)rmV, =m(G - A)AV '+, e} + (B—A)AmV,’

= —\/Ea]' AmVi = JZAa)'Ig —\/Ea] AmV, i
— ma2Vk = J., o'k + ma\/EVPX 'k (Eq. 1)

Teorema da resultante dos impulsos sobre a esfera.

V2

Supondo choque sem atrito: 1 = 1.7 + Iy]' ,eom [ =1 = 5 1
Ll —1,=m(V, V)
T=mli,-7,) 03)= {_ e

V2

Considerando as duas equagdes e que [, =1 = 7] ,tem-se V), '=V, "=V (Eq. 2)
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Hipoétese de Newton, considerando a dire¢do da normal de choque.
Analise das componentes das velocidades a 45°

V !

B 45°

\/_

Resolvendo o sistema de trés equacdes e trés incognitas =

(b) Teorema do momento dos impulsos para a placa, polo A, M

VP '45 (VP45” - VB45o ), €m que VP '4
\/E_£V '_£V " \/E

eV (05) (Eq.3)

.o tem contribuigdo de VPY' e VPJ:'

o= 3\/§mV(1+e) L (l—i-e) ﬁz
"~ 4Ma + 6ma __1 2M 2 q
+7
3m

M,=H,/-H,
=alk=J_a'k-0
- _ Mmy2(1+e) N2 (1+e) | 07
2M +3m 2,,3m
oM

=(B-A)Ali=alk

0.7)
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Resolucio da 3" Questio (3,5 pontos)
(a) A energia cinética do sistema

T=T,, +T

Disco Massa
isco = %m 170.170 +m 170.[9 A (G — 0)} + % {é}t [10 ]{9}, em que 40 =0
2 2
= TDivco = l"]z 9 ? = lMR 9 ? = TDivco = MR 9 : (0’5 ponto)
‘ 2 2 ‘ 4
Massa = %m I;;massa‘l;:massa > cm que Vmassa = I;;O + 0 i{. A (P - O) = I;;nmsm = _0 e COS& ; - 9 e Sene ]
2
= Tiussa = %9 ’ (0,5 ponto)
2 2
N E:[MR +me }92
4
(e) a energia potencial do sistema;
1
V=V +V, =~ =V = Ek(R 0Y + mge cosd (1,0 ponto)

(f) a fungdo dissipativa de Rayleigh do sistema;

R= %c(Ré)z (0,5 ponto)

(g) Forca generalizada: oW = Fox, em que x = R

=0,= FS—); = Q0,=FR (0,5 ponto)

Equagdo de movimento:
2 2
oL _[ MR +me* |0 :>i 8_L = MR +me’ |0
2 00

06 dt 2
oL =—kR’6 + mge send 6_R =cR*0
06 06

2
= [1\/[;3 + mezjﬁ + kR*6 — mge sen@ + cR°6 = FR (0,5 ponto)




