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1ª Questão (4,0 pontos)  
 

No sistema indicado na figura ao lado, o disco de massa 2m e raio 2R gira, em 

relação ao garfo OC, em torno de um eixo paralelo a y e passante por O. O 

disco de massa m e raio R gira, em relação ao garfo CQ, em torno de um eixo 

paralelo a y e passante por Q. Estas velocidades angulares dos discos são 

constantes e valem jOO

rr
ωω =  e jQQ

rr
ωω = , respectivamente. Neste mesmo 

instante, a barra AB, de comprimento 2L e massa desprezível, gira com 

velocidade angular k
rr

Ω=Ω , constante. Os garfos OC e CQ têm comprimento L 

e massa desprezível. Pede-se, para a base kjiC
rrr

, solidária aos garfos OC e CQ: 

(a) O momento da quantidade de movimento do disco de centro Q em relação 

ao polo C  

(b) O momento que o disco de centro Q aplica sobre o garfo QC. 

(c) A relação entre 
Oω  e 

Qω  para que as reações em A e B na direção y sejam 

nulas 

 

2ª Questão (3,0 pontos)  
 
No sistema indicado na figura ao lado, a barra OA, de massa m e 

comprimento L, encontra-se em um plano horizontal sem atrito e move-se 

inicialmente com velocidade angular kOAOA

rr
ωω −= , constante. Em um dado 

instante a barra OA choca-se com a barra BC, de massa m e comprimento L, 

inicialmente em repouso. Sabendo que o coeficiente de restituição vale e, 

com e > 0, determine o vetor de rotação da barra BC, 
BC'ω

r
, no instante 

imediatamente após o choque. 
 
 
3ª Questão (3,0 pontos) 
Considere o problema idealizado, ilustrado ao lado. O cilindro de massa m e 

raio R pode girar em torno de um eixo fixo, cujo traço no plano do desenho é 

indicado por O. O cilindro é excêntrico, ou seja, seu centro de massa G está 

fora do centro. A excentricidade, )( OGe −= , é conhecida. O momento de 

inércia do cilindro em torno do eixo fixo é JO.  

 

Ao redor do cilindro está enrolada uma correia ideal que é presa a dois 

conjuntos lineares idênticos, compostos por mola e amortecedor, de 
constantes K e C. Considere que não haja escorregamento entre a correia e o 

cilindro e que a correia esteja sempre tracionada. O ângulo de giro, θ, é nulo 

quando o centro de massa G está na vertical de O. Usando θ como 

coordenada generalizada, pede-se: 

 

(a) Escreva a função de energia cinética do sistema. 

(b) Escreva a função de energia potencial do sistema. 

(c) Escreva a função Lagrangiana do sistema. 

(d) Escreva a função de dissipação de Rayleigh do sistema. 

(e) Deduza a equação de movimento do sistema a partir da Equação de Lagrange. 
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1ª Questão (4,0 pontos)  
 

No sistema indicado na figura ao lado, o disco de massa 2m e raio 2R gira, em 

relação ao garfo OC, em torno de um eixo paralelo a y e passante por O. O 

disco de massa m e raio R gira, em relação ao garfo CQ, em torno de um eixo 

paralelo a y e passante por Q. Estas velocidades angulares dos discos são 

constantes e valem jOO

rr
ωω =  e jQQ

rr
ωω = , respectivamente. Neste mesmo 

instante, a barra AB, de comprimento 2L e massa desprezível, gira com 

velocidade angular k
rr

Ω=Ω , constante. Os garfos OC e CQ têm comprimento 

L e massa desprezível. Pede-se, para a base kjiC
rrr

, solidária aos garfos OC e 

CQ: 

(a) O momento da quantidade de movimento do disco de centro Q em relação 

ao polo C  

(b) O momento que o disco de centro Q aplica sobre o garfo QC. 

(c) A relação entre 
Oω  e 

Qω  para que as reações em A e B na direção y sejam 

nulas 

 
Resolução: 

 

(a) Para o disco de centro Q 

 

( ) [ ]{ }absQQQ IVQGmH ω+∧−=
rr

, em que G=Q 

 

k
mR

j
mR

H

mR

mR

mR

H QQQQ

rrrr
Ω+=⇒

















Ω






















=⇒
42

0

4
00

0
2

0

00
4

22

2

2

2

ωω  

 

Fórmula da mudança de polo: 
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(b) Teorema da quantidade de movimento angular para o disco de centro Q 
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Assim, o momento que o disco de centro Q aplica sobre o garfo QC é i
mR

iMM QQxQ

rrr
Ω== ω

2
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(c) Aceleração do baricentro do disco de centro Q 

 

( ) ( )[ ] iLaCQCQaa QCQ

rrrr&rrr 2) Ω=⇒−∧Ω∧Ω+−∧Ω+=  

 

Teorema do movimento do baricentro para o disco de centro Q 
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De maneira similar, para o disco de centro O: 
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rrr
Ω+= 22 24 ω ,  

o momento que o disco de centro O aplica sobre o garfo CO é imRiMM OOxO

rrr
Ω== ω24  , 
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Diagrama de corpo livre para a estrutura 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

A estrutura tem massa desprezível, de forma que: 
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Portanto, para que YA e YB sejam iguais a zero: 
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2ª Questão (3,0 pontos)  
 
No sistema indicado na figura ao lado, a barra OA, de massa m e 

comprimento L, encontra-se em um plano horizontal sem atrito e move-se 

inicialmente com velocidade angular kOAOA

rr
ωω −= , constante. Em um dado 

instante a barra OA choca-se com a barra BC, de massa m e comprimento L, 

inicialmente em repouso. Sabendo que o coeficiente de restituição no 

choque vale e, determine o vetor de rotação da barra BC, 
BC'ω

r
, no instante 

imediatamente após o choque. 
 

Resolução: 

 

Relações cinemáticas: 
 

Barra OA: ( ) jLOAVV OAOAOA

rrrr
ωω −=−∧+= . De maneira similar, jLV OAA

rr
'' ω−=  

 

Barra BC: ( ) j
L

CBVV BCBCCB

rrrr

2
'''' ωω −=−∧+=  

 

Diagramas de corpo livre dos impulsos 

 

 
 

Barra OA:    , barra BC:   

 

 

 

Teorema do momento dos impulsos para a barra OA, polo O: 

 

( ) [ ]{ } ( ) [ ]{ }OAOOOAOAOOOAOO IVOGmIVOGmILHM ωω +∧−−+∧−=⇒∆=
rrrr

'' , em que 0'
rrr

== OO VV  

( )OAOAzO
JIL 'ωω −=⇒  

( )OAOA

mL
IL '

3

2

ωω −=⇒           (1) 

 
Teorema do momento dos impulsos para a barra BC, polo C: 

 

( ) [ ]{ } ( ) [ ]{ }BCCCBCBCCCBCCC IVCGmIVCGm
L

IHM ωω +∧−−+∧−=⇒∆=
rrrr

''
2

, em que 0'
rrr

== CC VV  

BC

mLL
I '

122

2

ω=⇒                  (2) 

 
Coeficiente de restituição: 

 

( ) LeL
L

VVeVV OAOABCBAAB ωωω −=+−⇒−=− '
2

'''       (3) 

 
Resolvendo o sistema, tem-se que  
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3ª Questão (3,0 pontos) 
Considere o problema idealizado, ilustrado ao lado. O cilindro de massa m e 

raio R pode girar em torno de um eixo fixo, cujo traço no plano do desenho é 

indicado por O. O cilindro é excêntrico, ou seja, seu centro de massa G está 

fora do centro. A excentricidade, )( OGe −= , é conhecida. O momento de 

inércia do cilindro em torno do eixo fixo é JO.  

 

Ao redor do cilindro está enrolada uma correia ideal que é presa a dois 

conjuntos lineares idênticos, compostos por mola e amortecedor, de 

constantes K e C. Considere que não haja escorregamento entre a correia e o 

cilindro e que a correia esteja sempre tracionada. O ângulo de giro, θ, é nulo 

quando o centro de massa G está na vertical de O. Usando θ como 

coordenada generalizada, pede-se: 

 

(a) Escreva a função de energia cinética do sistema. 

(b) Escreva a função de energia potencial do sistema. 

(c) Escreva a função Lagrangiana do sistema. 

(d) Escreva a função de dissipação de Rayleigh do sistema. 

(e) Deduza a equação de movimento do sistema a partir da Equação de Lagrange. 
 

Resolução: 

(a) Como o cilindro gira em torno de um eixo fixo, a energia cinética do sistema é simplesmente dada por: 

2

2

1
)( θθ &&

OJT =            (1) (0,5) 

(b) A função de energia potencial do sistema é composta por uma parcela de natureza elástica e outra de natureza 

gravitacional: 

 

)cos1()cos1()(
2
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= mgeKRmgeRKV  .   (2) (0,5) 

(c) Assim, a função Lagrangiana fica: 

( ))cos1(
2

1
),(

222 θθθθθ −+−= mgeKRJL O
&&  .      (3) (0,5) 

(d) Por sua vez, a função de dissipação de Rayleigh é escrita: 
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2)( θθθ &&& CRRCR =








=          (4) (0,5) 

 

(e) Por fim a equação de movimento pode ser deduzida da equação de Lagrange apresentada na seguinte forma: 

 

0=
∂

∂
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∂
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∂

∂

θθθ &&

RLL

dt

d
,        (5) (0,5) 

 

decorrendo, 

 

0sen22 22 =+++ θmgeKRCRJO θθθ &&&   .     (6) (0,5) 

 

Note que para pequenos deslocamentos, a equação fica aproximada, com erro de terceira ordem em θ, por, 
 

( ) 022
22 =+++ θθθ mgeKRCRJO

&&&   .      (7)   
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