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QUESTAO 1 (3,5 pontos)Um disco de raio

e massam gira com velocidade angular

constante«w» em relacdo ao eixdBC, de

massa desprezivel. Este, por sua vez, gira com

velocidade angular constanig em torno do

eixo Ay. Nessas condicdes, pede-se

determinar: o

(a) a matriz de inércia do disco em relagéo aa z
poloC;

(b) a forca resultante aplicada ao mancal A,

(c) o momento resultante aplicado ao mancal
A

QUESTAO 2 (3,5 pontos).Um tubo fino contém duas massas
concentradasn, e m, conectadas entre si por um amortecedor de
constante de amortecimertoe ligadas ao tubo por meio de molas « !
de constantes elasticks e k, . Os comprimentos naturais das
molas 1 e 2 correspondenga=1; e g, = I,, respectivamente. As

massas deslizam no interior do tubo sem atritouli® gira com : s

velocidade angular constandgem torno do eixa. Considerando '&», >‘

apenas o movimento das massase m, e adotando como L c ko
coordenadas generalizadas as distangiag ¢, indicadas na /M_E[_M
figura, pede-se determinar, para o sistema coftsiifeelas massas 7z7zzzzzzzz, 7 T
m, emy: ;

(a) a energia cinética;
(b) a energia potencial e o potencial dissipativo dgddRgh;
(c) as equacbes do movimento das massas,.

J

QUESTAO 3 (3,0 pontos)Uma barra delgad@D de comprimentd I? D A

e massan apoia-se perpendicularmente num piso horizontal aeito.
Uma outra barraAB, idéntica aCD, movendo-se sobre o piso con 7
velocidadev; atinge a extremidad€ da barra vertical como indicado

na figura. Supondo que o coeficiente de restituggara o material L# |
constituinte das barras vale 0,5, determinar: Vi 5
(a) os diagramas de corpo livre para as ba#da€ CD no instante do C

choque;
(b) a velocidade da barésB imediatamente ap6s o choque;

(c) avelocidade angular da ba@® e a velocidade de seu centro de massa imediatameds o choque.



RESOLUCAO
QUESTAO 1:

Descreveremos 0 movimento do disco utilizando
um sistema de eixos movelCx'y'’z’ que realiza
movimento de rotagdo em torno do sistema de
referéncia fixo Axyz com velocidade angular
descrita pelo vetor rotagéo de arrastamerito

A matriz de inércia do disco, referida ao seu‘/'/
baricentroC e descrita nas coordenadeay'z’ é z
dada por:

" mr 2 0 0 ]
2
mr
[sc]=] o 2 0 | Resposta (a-1)
2
0 m;

O vetor rotacéo instantaneo do disco é dado por:
@=aw ]+ wk' Resposta(a-2)

O momento da quantidade de movimento do discoidefao pdloC e expresso em termos dos eixysz’
€ dado por:

- .
AL 0
- ‘ mr? 0 mr> ., mr?® -
Hc =[\]C][ﬁa)]= 0 T 0 W :TMJ,-'-TC‘)Zk’
2 (2]
0 mr
L 2|

Aplicando-se o Teorema do Momento da Quantidaddaemento ao disco, referido ao pdl tem-se:
- d - d - - -

Mc :aHC|xyz :aHC|x’y'z’ +@ar OHc

Notando quez, =] , que j € sempre paralela |’ e que% HC|Xryrzr =0, resulta:

2 2 2
~ DO - [ mr =, . mr = | _mr =
Mc =a] ' OHc =@ j D(TMJ +Ta&k]:TMa)2|

A aceleracdo absoluta do baricentro do disco € pada
ac =ax+wi(C-A)+w0j@i(Cc-A]=0+0C-A)+a]’ D[aﬂ' o(c- A)] =] D[aﬂ' D(ar' + blZ)]
=dc=-awfi -bafk'

As reagdes no mancAlsao devidas ao peso proprio do disco, a forcadleia associada ao movimento do
seu baricentro em torno déee ao binario giroscépico devido ao movimento dag&o do disco em torno do
eixoz’', o que totaliza:



= uma forga resultanteR = maw?i’ - mg’ + mbef?k’ Resposta (b)

2 —
* e um momento resultante, = (% W, + mag]i"' - mbgk’ Resposta ()

QUESTAO 2:
Expressaremos a energia cinética do sistema enpsed® velocidades generalizadas descritas em um
sistema de coordenadas cilindrica#g):
1 1 1 . : . 1 . ; .
T=oml +vd o2 e mal ok ek )= Tl 26t e 2t Tmole? 4 o262+ 22)

As equacdes vinculares que relacionam as coordsrnpateeralizadag, e g, com as coordenadas cilindricas
r, 8 ez, sao:

=0 2 =0Q2
6=t e 6 =wt
z1=0 2, =0

Derivando-se essas equacdes, obtém-se:

=0 2 =02
b=w e 6 =w
11:0 22:0

Com isso, a energia cinética do sistema se expcesse:
1 . 1 .
T= Eml(qf + qfwz)+5rnz(q§ - rz?wz) Resposta (a)

A energia potencial do sistema corresponde apeeasrgia de deformagéo das molas, ou seja:
_ki e ke

\4 -E(% l1) +7(Q2 12) Resposta (b-1)

O potencial dissipativo de Rayleigh é dado por:

_Cr )2
R—Z(QZ )

Resposta (b-2)

O lagrangeano do sistema € dado por:

1 . 1 . k k
L=T -V =2 m{a2 + o Zmo(62 + 2t (o - 1) 2 (az -12)
De posse das funcbése R, aplicamos as equacgdes de Lagrange a cada unoiogrdus de liberdade do
sistema. (Notemos que o movimento de rotacdo enotdo eixoz é descrito por uma equagédo vincular
dependente do tempo, com a forga:g, + at)
Para a coordenada generalizggaem-se:

a_L =mq i 9 =mqg
o o dtlog .
oL

— =mq” k(o -

oo MG 1(Q1 1)

oR .

— =—C -

o (QZ Q1)

Para a coordenada generalizggaem-se:



a_.L =M, = E(G—L] =m0
042 dt\ 0q2

:?Lz = szza)2 - k2(Q2 —|2)
:TF\; =c(g2 - )

Dessa forma, resultam as duas equagdes do movimiersistema de massag e my:

miéi — oA — &) + ka(on ~11) - meue? =0

Motz +ka(d2 —12) +c{d2 — &) - megee® =0
Resposta (¢)

QUESTAO 3:

Os diagramas de corpo livre para as barras natestito choque séo apresentados na figura abaixo:

D
G,
A G, B
s ——— C
| |
Resposta (a)
Aplicando-se a barrAB o Teorema da Resultante dos Impulsos, tem-se:
m(\7&;1 —\7@1) = —r = m(v’Gl —Vl) =-|
_ [
=V =|v——|i 1
a=(w-1) @)
Aplicando-se a barr@D o Teorema da Resultante dos Impulsos, tem-se:
m(\7(’32 —\7(32)= = m(Vél —0)= I
_ | -
= Vgo = —i 2
G2 =— (2)
Aplicando-se a barr@D o Teorema do Momento dos Impulsos, tem-se:
Jez(@'z - 5)2) =Mag2
mL? - L
—ah =\{C-G,)0Oli ==1k
TR -6) 2
. 6 -
=>dah=—1Ik 3
) 3)

A relacdo entre as velocidades de aproximacaostaafiento dos pontos de contacto das duas baregs no

da colisdo, é dada por:

Ve ~ Vi = ~eVc — V)= V& -~V :‘%(O‘Vl)zv_zl



= Ve =V + % (4)
A velocidade do baricentro da ba® imediatamente apds o choque € expressa por:

Vo =V& +ah 0(G, -C) =g +abk 0=

N

= Ve =V ~ G 1 (5)

Resolvendo-se o sistema de equacdes (1) a (Smedaté

I —imvj

10
Vo1 :1—7Omv1T Resposta (b)
_ 3 - N 18v; -
Vo2 = — Wi e =——=Kk Resposta (c
G2 =7\ ) 0L esp ()



