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1* Questao (3,5 pontos)

desprezivel, pela esfera A, de massa concentrada m, e pelo disco D
de massa M e raio R. A barra, dinamicamente equilibrada no plano
horizontal, gira ao redor do eixo vertical z, que passa pela

O sistema da figura ¢ composto pela barra AOCD de massa 4\5

L

articulagdo O, com velocidade angular Q=0k constante, € o A
disco gira ao redor do trecho CD da barra com velocidade angular @
X

@=wi de modulo constante. O sistema de coordenadas (O,x,2)

¢ solidario a barra. Pede-se:

a) O vetor de rotagdo absoluto @,,, do disco e a aceleragdo do
ponto D;

b) A relagdo entre QQ e w e a relagdo entre as massas m ¢ M para
que o movimento seja possivel;

¢) Asreacdes na articulagao O.

2% Questio (3,0 pontos)

A figura ao lado mostra um rebocador portudrio prestes a

- se chocar contra uma defensa de um pier. A embarcagio,
y J t de massa total M, realiza uma manobra a ré, em
g movimento de translagdo pura, com velocidade

constante, tal que VG =ui & o vetor de velocidade de

seu centro de massa, imediatamente anterior ao choque.
O ponto de contacto da embarcagdo com a defensa é P,

tal que (P — G)=ai —bj . Admitindo valida a hipotese
de restituicdo de Newton, com coeficiente e, ¢
desprezando qualquer forma de atrito, pede-se:

a) elabore o diagrama de corpo-livre;
b) equacione o problema de impacto;

¢) determine o impulso I aplicado a embarcagao;

d) determine a velocidade 17(;, =u'l + v'j, do centro
de massa G da embarcacdo ¢ o vetor de rotagdo da
embarcagdo @', logo ap6s o choque.

Dado: J, momento de inércia total da embarcagdo em

torno do eixo Gz .
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3? Questao (3,5 pontos)

A figura representa um sistema dindmico composto por
um anel rigido, de raio R, ¢ uma haste diametral, em torno
da qual estdo montados: uma mola helicoidal linear, ideal
e de constante elastica K, e um amortecedor linear, ideal e
de coeficiente de amortecimento C. A mola ¢ o
amortecedor prendem um bloco de massa m ao anel. A
mola tem comprimento natural igual a R. O bloco,
idealizado como um ponto material, pode deslizar sem
atrito sobre a haste diametral, que tem densidade linear de
massa (,igual a do anel. O anel gira em torno de um eixo AN e

o) I-I

\ A3

fixo Oz, perpendicular a haste diametral, com velocidade o
angular o(t) = 9(t) , sob a aplica¢do de um torque M(7) em

torno do eixo Oxz.

Considerando como coordenadas generalizadas o angulo

6(t) e aposi¢do relativa do bloco na haste, x(¢), pede-se:

a) Determine o momento de inércia diametral do
conjunto anel+haste (despreze a espessura); LI
b) Escreva a fungio de Energia Cinética do Sistema;
¢) Escreva a Fungdo de Energia Potencial do Sistema ¢ a
Funcao Dissipacdo de Rayleigh;
d) Deduza as equagdes de movimento do sistema
acionado pelo torque M(?), através do formalismo
Lagrangiano (utilize as equagdes de Lagrange).
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RESOLUCAO

1* Questao (3,5 pontos)

O sistema da figura ¢ composto pela barra AOCD de massa a
desprezivel, pela esfera A, de massa concentrada m, ¢ pelo disco D A
de massa M e raio R. A barra, dinamicamente equilibrada no plano
horizontal, gira ao redor do eixo vertical z, que passa pela T z
A L O L

articulagdo O, com velocidade angular Q =0k constante, € 0
disco gira ao redor do trecho CD da barra com velocidade angular ®

@=wi de modulo constante. O sistema de coordenadas (O,x,y.z) %72%/%
¢ solidario a barra. Pede-se:
a) O vetor de rotagdo absoluto @,,, do disco e a aceleragdo do X

ponto D;

ev

b) A relagdo entre Q e @ e a relagdo entre as massas m e M para
que o movimento seja possivel;
¢) Asreagdes na articulagio O.

Solugao

@, =i +Qk;
a) L 0.,5)
a,=—Q L3 +));

b) Diagrama de corpo livre do disco

Mzﬁ

AZD

Xp

M:
Mx/ &
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TMB disco:
X, =-MQ’L
—MQPLG+ =X, i +Y,j+(Z, —Mgk=1{Y, =—MQ>L ;
Z,=Mg

TMA disco, p6lo em D:

0| |
o L 0| S0 =Mi+M j+M k=M, =00
J. |, 1@

Diagrama de corpo livre da barra: (0,5)

Zo

mQ*L

Equilibrio da barra:
X, +MQ*L=0
Y, + MQ’L-mQ’L=0; (0,5)
Z,—Mg-mg=0

{MgL—Jxa)Q:O o= 28

= 2 0,5
—Mgl+mgl=0 m:QA§ 0
c)
X, =-MQ’L
Y, =0 ; 0,5

Z, :(M+m)g

MR*

2
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(1,0)
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A figura ao lado mostra um rebocador portudrio prestes a

- se chocar contra uma defensa de um pier. A embarcagio,

y J t de massa total M, realiza uma manobra a ré, em
movimento de translagdo pura, com velocidade

constante, tal que V; =ui ¢ o vetor de velocidade de
seu centro de massa, imediatamente anterior ao choque.

\ b S O ponto de contactoﬁda ejnbarcagéo com a defensa ¢é P,
e tal que (P —G)=ai —bj . Admitindo valida a hipotese
a de restituicdo de Newton, com coeficiente e, €

desprezando qualquer forma de atrito, pede-se:

a) elabore o diagrama de corpo-livre;

b) equacione o problema de impacto;

¢) determine o impulso I aplicado a embarcagao;

d) determine a velocidade 17(;, =u'l + v'j, do centro
de massa G da embarcacao ¢ o vetor de rotagdo da
embarcagdo @', logo ap6s o choque.

Dado: J, momento de inércia total da embarcagdo em

torno do eixo Gz.

DCL (0,5) y 4

Teorema do Impulso: (0,5)

I=A ~Ti =M|u’ —u)i +(v' - 0)j X
Q = 1 [(u u)1+(v )_]] G P > I
=v'=0 ; u':u—ﬁ ) ; V'G:(u—ﬁjg (2)

Eq. das velocidades relativas: v}, =—eu (0,5)

Poisson: (0,5)
— — ~ < , = I\ ;o < -
Vp =Vg + O /\(P—G) :>(—eu1+VPyJ):[u—Mj1+mk/\(a1—bJ)
I u
!:__1 _
= o vy (+e)b 3)

TML: AH, = jMGdt =  Jo'k=-Ibk = m’:—% 4) (0,5)

Resolvendo (1), (3) e (4) e susbstituindo em (2): (0,5)

JMu J(1+e)

T:— Mb2+J(1+e)T VGZU(l—ij 0 =- Mb2+J(1+e)E
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3" Questio (3,5 pontos)

A figura representa um sistema dindmico composto por um
anel rigido, de raio R, e uma haste diametral, em torno da
qual estdo montados: uma mola helicoidal linear, ideal e de
constante elastica K, e um amortecedor linear, ideal e de
coeficiente de amortecimento C. A mola e o amortecedor
prendem um bloco de massa m ao anel. A mola tem
comprimento natural igual a R. O bloco, idealizado como um
ponto material, pode deslizar sem atrito sobre a haste
diametral, que tem densidade linear de massa , igual & do

anel. O anel gira em torno de um eixo fixo Oz, perpendicular
a haste diametral, com velocidade angular @(f) = é(t) , sob a

aplicacdo de um torque M(¢) em torno do eixo Oz.
Considerando como coordenadas generalizadas o angulo
O(t) e aposicao relativa do bloco na haste, x(¢), pede-se:

a) Determine o momento de inércia diametral do
conjunto anel+haste (despreze a espessura);

b) Escreva a funcdo de Energia Cinética do Sistema;

c¢) Escreva a Fung¢do de Energia Potencial do Sistema e
a Func¢@o Dissipacdo de Rayleigh;

d) Deduza as equagdes de movimento do sistema
acionado pelo torque M(¢), através do formalismo
Lagrangiano (utilize as equagdes de Lagrange).

a) Momento de inércia do anel em torno de Oz:

Momento de inércia da haste em torno de Oz:

Departamento de Engenharia Mecanica

V=

Iaz :l
2

I, :%(,u27rR)R2 = ,LmR3

1 , 2 4
I, =—(u2R)(2R)> ==
hz 12(# )(2R) 3,UR

Momento de inércia de anel+haste em torno de Oz:

I=1,=1,+I, :é(,u2R)R2 =[;:+§ij3 (0,5)

a

b) Energia cinética de anel+haste: T, :%Ia)2 =%192 =%(7z+§ij392

S 1 1 . :
Energia cinética do bloco: T, = 3 my? = 3 m(x2 + (x 6’)2 )
L. . . _ _ 1 . 2 1 21452
Energia cinética do sistema: T=T,+T, = me +5 I +mx (1,0)
1

¢) Fung¢io de energia potencial (elastica): |V = EKXZ (0,5)

Fungao de dissipacdo de Rayleigh: D =—Cx"|(0,5)
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d) Equagdes de movimento via formalismo Lagrangiano, 4 a—L _ oL +6+D =0;; (q1 ,q5 ) = (x, 6’) :
dt\oq; ) 0q; 04,

L=T—V=%m5c2 +%(I+mx2)92 —%sz

. d (0oL ..
a—L=mxc92—Kx a—%zm}'c —(—.j=mx a—P:Cfc
Mas ox . ox ) di \ ox .o
’ oL ’ oL 2\ d (oL . .. oD
=20 —=\[+mx Bl iy PN 4 2 2mxx —=0
00 20 ( )9 dt(@e] ( + mx )9+ mxx6 50

Forcas generalizadas: 0,=0,0,=M(1)

Assim:

mx—mx0? + Kx +Cx =0
(I+mx2)§+2mxX9:M(t)

Ou, rearranjando os termos na primeira equagao:

(1,0).

mx+Cx+ Kx —mx0* =0
(I+mx2)§+2mxX9:M(t)




