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Duracgdo da Prova: 120 minutos (ndo é permitido uso de dispositivos eletronicos)

12 Questdo (3,5 pontos). No mecanismo da figura, as barras AB, BE, AD e CD possuem massa desprezivel e
todas as articulagGes (internas e externas) sao ideais. O rolete em H pode deslizar livremente (isto é, sem
\ atrito) no interior da guia horizontal. Entre E e H existe uma

/ E mola linear ideal de constante eldstica k. Quando o

mecanismo é submetido a for¢ca de mdédulo Q aplicadaem D,

lg a mola se distende até atingir a configuracdo mostrada, de

K equilibrio estdtico, com ¢ = ¢*. Com base nessas

informacdes, utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais e o
sistema ortogonal de coordenadas Axyz e arespectiva base

T ijk, obtenha a express3o de ¢* em fungdo dos parametros
é k, L e daforga aplicada Q. Sabe-se que quando o éangulo ¢ =
0, a mola estd em seu comprimento natural (indeformada).

SRR,

RESOLUCAO

O mecanismo possui 1 grau de liberdade, dado pela coordenada generalizada ¢. Para a aplicagdo do PTV, é
necessario determinar o trabalho virtual de todas as forgas atuantes no sistema, ativas e reativas.

Considerando que: (i) os vinculos em A, B, C, D, E e H sao ideais e os deslocamentos virtuais lhes sdo

compativeis; (ii) as barras possuem massa desprezivel, realizam trabalho virtual apenas aforca Q = —Qiea
= -

forga elastica Fg, = —k(y — ¥5)J -

Assim, o PTV fornece:

6T=5TQ+5TEL=_Q?'(§)D_k(y_y0)j)'gE =0 €Y
(1,0 ponto)

As posi¢oes de D e E, pontos de aplicagdo das forgas 6 e ﬁEL, respectivamente, sdo dadas por:

(D —A) =L(cos¢p T+ sing J)

(E—A) =2L(cos¢ T +sing]) +Lj

Portanto, os deslocamentos virtuais desses pontos, sdo:,

§(D—A) =L(—sin¢ T+ cos¢ )¢ (2)

§(E—A)=2L(—sin¢ T+ cos¢ )¢ 3)

(1,0 ponto)
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Nada foi mencionado sobre a dimensao inicial da mola, apenas que estava indeformada. Portanto, sem perda
de generalidade, assume-se y, = 0 na equagdo (1). Lembrando que ¢* é o valor do angulo ¢ compativel
com o equilibrio, a substituicdo de (2) e (3) em (1) resulta em:

8t =[-QT-L(—sin¢ T+ cos¢)) — k(2L sing)j-2L(—sing T+ cos¢ ))]6p =0 4)
Para que a expressao acima seja verdadeira para V¢ deve-se ter:

—QU-L(—sin¢g* T+ cos¢*)) — k(2L sin¢*)j - 2L(—sin¢* T+ cos¢p* ) =0

ou seja,

QL sing* — 4kL?sin¢* cos¢p* =0

Da equacdo acima, obtém-se a expressdo do angulo ¢* compativel com o equilibrio do sistema:

* Q *
cos@* = = ¢ —arccos(4Lk)

(1,5 pontos)
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22 Questdo (3,0 pontos). No mecanismo ilustrado na A
figura, o disco homogéneo de massa m e raio r giraem Aor
torno do eixo Gz com velocidade angular wrﬁ (w, | ; z ig
constante), suportado pelo dispositivo em forma de ;H—’
garfo ABCG, o qual gira com velocidade angular w,T i @)\*B
(w, constante) apoiado nos mancais A e B. Utilizando | = ,
o sistema de eixos Gxyz ligados ao dispositivo ABCG, Cp — Y,
e a respectiva base , ], k, pede-se: o~ <
wu_

a) Expressar o vetor rotacdo absoluta do disco; “/A‘Q‘ﬁ

b) Expressar a matriz de inércia do disco com relagdo ao polo G;

c) Expressar a quantidade de movimento angular do disco com relagdo ao polo G;
d) Determinar o binario giroscépico aplicado ao disco pelo dispositivo ABCG.

RESOLUGAO
(a) Vetor rotacao absoluta do disco
E dado por:
@ = wk + wgl
(0,5 ponto)
(b) Matriz de inércia do disco

No polo G, a matriz de inércia do disco, descrita no sistema de eixos Gxyz, é dada por:

L 0 0
my

2

T
Usl=| o — 0

G m4
0 0 r
mz_

(0,5 ponto)
(c) Quantidade de movimento angular do disco

No polo G a quantidade de movimento angular do disco é dada por:

! 0 0
m ) .
— TZ a TZ - TZ -
He =l¢l-[w]l=| 0 m— 0 '[0]=mzwal+m?wrk
4 w,
o 0 mo
my

(0,5 ponto)
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(d) Binario giroscdpico aplicado ao disco pelo dispositivo ABCG

Como o disco é um corpo axissimétrico e homogéneo, o Teorema da Quantidade de Movimento Angular
pode ser descrito no sistema de eixos Gxyz solidario ao garfo e ndo ao disco.

Notando que @, é o vetor rotacdo do sistema de referéncia mével Gxyz considerado, a expressdo do
Teorema da Quantidade de Movimento Angular assume a forma:

_ dH,

_. dH;
M -
dt

= + @, NH
G dt a G

Gxyz

o'xyz

em que O'XYZ é o referencial inercial ndo indicado na figura.

Observe-se ainda que, para um observador ligado ao referencial mdvel, ﬁG é um
vetor invariante, dado que |w,| e |@, | sdo constantes e que esse observador: 1) ndo
observa qualquer variacdo nos momentos de inércia do corpo durante seu
movimento de rotagdo prdpria em torno do eixo Gz; 2) ndo observa qualquer

variagdo na orientacdo dos versores 1, ], k durante o movimento do disco. Dessa forma,

a expressao do Teorema da Quantidade de Movimento Angular adquire a forma simplificada

_  dH

MG—F =5a/\HG

o'xyz

Portanto, o binario giroscépico aplicado ao disco pelo dispositivo ABCG é dado por:

_ r2 2 r?
Mg = a)at/\m<zwal +?wrk> = —m;a)awr]

(1,5)
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X 32 Questao (3,5 pontos). O mecanismo plano ilustrado
— N ~ ~ .
‘ na figura compde-se de: a) um péndulo simples AB, de
] DTMN\N\/?/‘% comprimento | e massa concentrada m em A; b) uma

y v e ) barra CD, de massa M; c) duas molas de constantes
I 5 . elasticas k; (BC) e k, (DE), ambas de massa
| L desprezivel.
E l I’ > A guia vertical que orienta a mola BC tem massa
19 t desprezivel, esta rigidamente ligada a barra CD e com
|
|

ela se movimenta. A mola vertical BC é ligada ao
ponto C da barra CD e ao ponto B da haste AB. Amola

A horizontal DE é ligada ao ponto fixo E e ao ponto D
da barra CD. O atrito nos contatos é desprezivel e as

coordenadas x e y sao medidas a partir da configuragao de equilibrio estatico do sistema.

Adotando x, y e 8 como coordenadas generalizadas do sistema, pede-se:

a) Escrever a funcdo energia cinética;

b) Escrever a funcdo energia potencial;

c) Deduzir as equagdes de movimento do sistema utilizando o método de Lagrange.

RESOLUCAO
a) Energia cinética do sistema

A barra CD realiza movimento de translagdo. Sua energia cinética é:
rPor = Ly

2
A energia cinética do péndulo é dada por:

R 1 1
THNO = ~mv + mis - [ A (G = B)] + 5[] - Up] - [w]

Sendo
@ = 0k
G=A4

a expressao acima se transforma em

A 1 N 1T L g
TPéndulo _ Em(,-cz +y) +m(xi+3)) - [6kA(A-B)] + > *Jp0*

Como

(A—B) =I(sinf7—cosb))
e

Jpz = ml?

resulta
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. 1 I . 5 5 1 .
TPéndulo — Em(;'c2 + 92 +m(xi +3/) - [0k Al(sin67 - cos67)] + > ml?6?
R 1 . . N : - 1 )
= TPéndulo — Em(xz +y2) + m(xi + yj) . [HZ(sin 0j+ cost)] + Emlzez

. 1 . 1 .
= TPéndulo — Em(icz + y2) + mlO(xcos6 + ysin ) + Emlzgz
Portanto, a energia cinética do sistema é:

) 1 1 . 1 .2
T = TPOR 4 TPéndulo — E(M +m)x2 + = my* + mlh(x cos 6 + ysin0) + Emlze

2
(1,5)
b) Energia potencial do sistema
Tomando como referéncia a configuracao de equilibrio estdtico do sistema, a energia potencial é:
V =mgl(1 —cosf) + mgy + %kzxz + %klyz
(1,0)

c) Equagdes do movimento do sistema

O lagrangeano do sistema é
1 .2 1 5 Ao .. 1 5.2 1 ) 1 5
L:E(M+m)x tomy +ml€(xcos€+ysm9)+§ml 0 + mglcos@—zkzx _Ekly
—-mg(l+y)

Para a coordenada x, os termos da equagao de Lagrange sao:

daL ;

= (M +m)x +mlB cos O

d (0L .. .
E(£> = (M + m)X + ml6 cos @ —ml6?sin O
on__,

ox 2%

Para a coordenada y, os termos da equagao de Lagrange sdo:

dL .
=my +mlOsin 0

ad oL . . .
E(@) =my +mlO sind + mlO“ cos b
oL

oy —k;y —mg
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Para a coordenada 0 os termos da equacao de Lagrange sao:

oL . . o
3 =ml?0 + ml(% cos6 + ysin@)

a6

d (0L ~ . . TP S -
a(%):mlze+ml(xc059+ysm0—xsm09+ycos@9)
oL ,

T mlO(—xsinf + y cos0) — mglsin 6

Fazendo-se as devidas substiutuicdes, cvhega-se as equacgdes diferenciais que governam o movimento do
sistema, a saber:
(M + m)i% + mlf cos® —mlb?sin@ + k,x = 0
my +mlf sin® + mlb? cos O + k;y + mg = 0
160 + % cos® + ysinf + gsin@ = 0
(1,0)



