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barra no instante do choque;

Questdo 1 (3,5 pontos)

Considere o sistema mostrado na figura ao lado, composto
pelas barras retas e homogéneas AB e BC, de comprimento L
e cujas massas sdo, respectivamente, m e 2m. As barras séo
unidas por uma articulacéo ideal em B. No instante mostrado,
a configuracdo é tal que todo o sistema possui ato de
movimento de translacdo retilinea com velocidade v = —vj e
0 angulo formado entre as barras € 8 = w/2. Sabendo-se que 0
choque entre a barra AB e o solo ocorre sem atrito e que o
coeficiente de restituicdo entre esta barra e o solo vale e,
pedem-se:

a) o diagrama de corpo livre das forcas impulsivas para cada

b) as velocidades #; e ', dos centros de massa de cada barra imediatamente apés o choque;
c) as velocidades angulares ', e @', de cada barra no instante imediatamente apés o choque;
d) as forgas impulsivas, externas e internas.

Questao 2 (3,5 pontos)

A figura representa um sistema dindmico composto

deslizar sem atrito sobre a superficie horizontal, e
por uma haste homogénea de comprimento r e
massa m vinculada em B por meio de um mancal
isento de atrito. O bloco é também conectado ao b

por um bloco de massa M e largura 2a, que pode %

| F@®)

anteparo vertical por meio de uma mola linear, de
massa desprezivel, comprimento livre
(indeformado) igual a L e constante de rigidez k, e
por um amortecedor cuja forca dissipativa viscosa é

linearmente proporcional & velocidade do bloco e que possui coeficiente de amortecimento b. Ao
mesmo tempo, age sobre o bloco uma forca dada pela equacgéo F(t) = Fo[l + Asen(wt + u)], com
Fo, A, u e w conhecidos e constantes. Considere as coordenadas generalizadas (x, 8). Pede-se:

(a) construa as funcdes de energia cinética, T = T(x, 6, %, 8), de energia potencial, V = V(x, 8), e de

dissipacéo de Rayleigh, R = R(x, 8), do sistema;

(b) deduza as equacdes de movimento do sistema a partir das equagdes de Lagrange;

(c) desconsiderando, por ora, a parcela oscilatoria de F, determine a configuracdo de equilibrio do

sistema;

(d) linearize entédo as equacdes do sistema em torno da configuracao de equilibrio obtida no item (c),

forcado com a parcela oscilatéria de F(t).
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O eixo continuo e homogéneo AB ¢
sustentado por mancais ideais (ndo
mostrados na figura) em A e em B e possui
massa 6m. Em A é soldado um disco
homogéneo de raio 2a e massa 4m; em B é
soldado outro disco, de raio a e massa m. Em
C ¢ soldada a peca rigida continua CDE,
formada por barras homogéneas CD e DE,
ambas de massa m. Em H ¢ soldada ao eixo
a peca rigida continua HLQ, formada por
barras homogéneas HL e LQ, ambas de
massa m. As pecas CDE e HLQ sao
coplanares. O conjunto gira em torno do eixo
Oz com velocidade angular constante de
modulo w. Pede-se, em funcdo dos parametros dados, determinar as massas my e mpg € suas
respectivas posicoes a serem adicionadas respectivamente a periferia dos discos de centros A e B de
modo a tornar o conjunto dinamicamente balanceado.
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Resolucéo

Questao 1 (3,5 pontos)

a) (0,5) l n T h,

b, c, d)
A partir do diagrama de corpo livre, apliguemos o TRI e o TMI a cada um dos corpos:

TRI, barra AB
m(v'y —v;) = (IAy - IBy)f=> m (Vix“' v J = (—VD) = (IAy - IBy)f
Entdo: vy =0
IAy_IBy

-9: ' = — — e ' = —
Jimuvy, Iy, —Ig, —muv vy, — v (D)

TRI, barra BC
2m(By — B,) = Iy, ] = 2m (U;XH v ] - (—vf)) = I,]
Entdo: : v, =0
IBy

Jivy, =52 —v (2) (1) e (2):0,5)

2m

TMI, barra AB, polo G,
Je, (a)ll —w)k=0= w’1 =w; =0 (0,5)

TMI, barra BC, polo G,
Jo, (w3 — w)k = (B = G3) A (g, )

Jo, (@3 — 0)k = %(—T) A (IByf)

Jo, (@pc)k = %(—133,) k

2mL% L ' 3
w,=—=-lp = w,=——1 3) (0,5
5 W2 >, 2= I, (3) (0.5
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Ha 3 equac0es para 4 incognitas. A equacao adicional é obtida a partir da aplicacdo de hipdtese de
Newton e das relagdes cinematicas devidas aos vinculos.

g -

Uy =—ebyj= (vf’,x?+ véyf) J= (0?+ v;ly]) J=—e(-v)).]
v;,y =ev (0,5)
Relacdes cinematicas:

g =17A+w’1i€/\Lf=v/'1yf+6=evf

4 >/ e - ’L-o

1_7)2 =v3+w2k/\§(_{)=+ev_]+(l)2§]
Svy =ev+wyz  (4)(05)

As equacdes (1)-(4) acima devem ser resolvidas para as 4 incdgnitas, v;y, Iy, Ip, € w, : (solucdo
das equacoes: 0,5)

Ia,—I
Q) ev= S VRN Iy, =1y, — mv(l+e) (5)
I I r
(@) em (2 ev+wys =2 —v =l =mlw,+2mv(l+e) (6)
Lo 3 ' r _ 3v(l+e)

(6) em (3): w, = —H(mLa)z +2mv(1+ e)) = wy = ——o
EM (6): I, = mL =" 4 2mu(1 + €) = I, =202
Em (2): Véy =— mv:j:e) -V v'Zy = (6_43)”

mv (1+e) __ 3mv(1+e)

Em (5): Iy, = Ip, + m(l+e)v= +mv(l+e)= Iy, =

2 2
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Questao 2 (3,5 pontos)

(@ ,
1 1 .o T 1mr= .
— .2 - .2 O d _—) - 2
T—2Mx +2mx +mxl.0k/\.(2ur)+2 3 0
T—lM'2+1 2 .9r+1mr29.2
I R
T = %(M +m)x? + ma’cé% cosf + %%92 (0,5)
V= %k(x —(a+L)" + =~ (1~ cosb) (0,3)
R =5 bx? (0,2)
(b)
d<6T> oT v OR
()t =0
nc:zN ﬁ%
g i=1 = 0q;
nocaso, Q¢ = ﬁ(t).‘;—f =Fi.i=F(t)
QF =Fi.0=0 (0,5)
6T_(M+ )_+M9r 0 aT_O
9% X T T eos ox
d aT)—(M+ )i+ mb— cosh —m 62— sen 6
= \5z) = anx mo > cosd —m 6%~ sen
a=k(x—(a+L))
oR_,.
_ ax ¥
ASssIm,
(M+m)5c'+(m§cosé?)é—mézgsené?+b5c+k(x—(OL+L))=Q)C (0,5)
ar . r 9+1 24 d(aT)_ r 03 .ér 9+1 24
o5 = mA5cos0 + 5 mr Tt \5g) = Mz cos0% —mifsen 6 + zmr
aT .ér 0
g = ~TA0 7 sen
OV_ r p
g = Mg 7 sen
R
_ 6
Assim:
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%mrzé + m%cos@jc' + mg% senf =0 (0,5)

As equacOes de movimento sao, portanto,
r . ., T
(M + m)i + (mzcosﬁ)ﬁ —mHZE sen@ + bx + kx = k(a+ L) + F(t)

—mr2f +m£cost95c' +m r senf =0
3 2 93 -

(c) Se F(t) = F,; no equilibrio (x = ¥ = 8 = 6 = 0) temos:
_ _ Fy
_kx k(a+L)+Fy=>x=(a+ )+k (0,5)
senf =0 = 0 = 0 (estavel) ou 8 = m (instavel)

Linearizando as equacdes de movimento:
senf ~0; cosf=1 60*«1

r N
(M +m)x + (micos 9) 0+ bx + k(x —x) = FyA sen(wt + u)

r r (0,5)
-mr?f+m=¥+mg=6=0
3 2 2
ou
Mg+ Bq+Xq=Q(t)
com
Q) =[x—x 6]°
Q(t) = [FpA sen(wt +u) 0]°
e
M + r
_( m) ms b0 [k 0
M = r 1 B_[o 0 K= 0 mg=
m= —mr? 2
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Questéo 3 (3,0 pontos)

Solucéo
Para simplificar a notacdo, designemos os segmentos da seguinte forma: ED — peca 1; DC — peca 2;
HL — peca 3 e LQ — peca 4.

Conforme proposto, o conjunto ja esté estaticamente balanceado, uma vez que:

(i) as pecas 1-2 e 3-4 ocupam 0 mesmo plano;

(it) sendo homogéneos os discos A e B, as coordenadas de seus respectivos centros de massa
pertencem ao eixo fixo.

A condicgdo para que o conjunto esteja dinamicamente balanceado é que o eixo de rotagdo, no caso
coincidente com 0, seja um eixo principal de inércia. Para tanto, os produtos de inércia dos quais 0
referido eixo participa devem ser nulos. No caso, utilizando o polo O sobre o eixo de rotagdo, deve-
Se terjoxz =]0yz = 0.

Novamente, dado que os discos s&o homogéneos e que as pegas 1-2 e 3-4 estdo restritas ao plano
O,y segue que Jo,, = 0. (0,5

Resta-nos, portanto, calcular J, e adicionar as massas solicitadas de forma a anular este produto de
inércia, porém sempre mantendo o centro de massa sobre o eixo de rotacdo. Para tanto, vamos
utilizar o Teorema dos Eixos Paralelos para transportar os produtos de inércia de cada peca em
relacdo a sistemas de coordenadas com polos em seus respectivos centros de massa Gy, G, G3, G4 €
eixos paralelos aos do sistema Oxyz até este sistema e a propriedade de composicdo para obter o
produto de inércia J, . Assim:

2
peca 1:]0le :]Glxz + mix1z1 = 0+ m. a.?’?a = 37?;(1 (0,25)
. a ma?
peca 2']0x22 :]szz + MmyoXqzy = 0+ mz a = T (0,25)
2
peca 3: ]Oxz3 = ]ngz + ms3x3z3 = 0+m. (— %) . (—a) = mza (0,25)

2
X)=1 (0,25)

peca 4:]0xz4 :]G4xz + MyXypZy = 0+ m. (—a) (_ > >

Para os discos, ambos os produtos de inércia, dada sua homogeneidade e simetria na montagem, sao
nulos. Assim,

]OXZ :]Ole +]0x22 +]Oxz3 +]0xz4 = 4ma2

O produto de inércia do sistema deve se anular pela adi¢cdo das massas na periferia dos discos A e B.
A Unica maneira para que isso ocorra é adicionando-se:

my no ponto (—2a, 0, 3a) (0,25)
mpg Nno ponto (a, 0, —3a) (0,25)
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Assim, impdem-se as condi¢des /, = 0 e X; = 0, que resulta no seguinte sistema de equagdes:

Jo,, = 0 =4ma* + myx,z4 + mpxpzp =
4ma® + my(—2a)(3a) + mg(a)(=3a) = 0 =
4ma® — 6mya® —3mga® =0 (1) (0,25)

X =0=>my(—2a) + mg(a) =0 (2)(0,25)

Resolvendo as equacdes (1) e (2) obtemos
m
3

my =—; mp = sz (0,5)
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