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12 Questdo (3,5 pontos). Na figura ao lado, o bloco de massa M

cujo centro de massa é B desliza sobre uma superficie horizontal

sem atrito e é vinculado a um anteparo rigido e fixo por meio da

mola linear de constante eladstica k e pelo amortecedor viscoso

linear de constante c. Sobre a semi-circunferéncia lisa de raio ¢,

uma pequena esfera de massa m desliza sem atrito. Considere a

configuragdo do sistema dada pelas coordenadas generalizadas

"'\ Be® x (abscissa do centro de massa B do bloco) e 8 (angulo formado

h\\a\\}k&x\\\\}k&\k\x&&&\k&&x\\} entre a vertical e a posi¢cdo ocupada pela esfera sobre a semi-
circunferéncia) e admita que x=0 quando a mola ndo esta

deformada. Nessas condi¢Oes, pedem-se, utilizando os parametros do problema:

(a) as expressdes das velocidades do bloco e da esfera;

(b) as expressbes da energia cinética e da energia potencial do sistema;

(c) a expressdo da fungdo de dissipagdo de Rayleigh do sistema;

(d) as equagdes de movimento do sistema, utilizando o método de Lagrange.
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Solugdo:
(a) Avelocidade do bloco é dada diretamente pela derivada temporal da coordenada generalizada x

LU =x1 (0,2)
Para a esfera, tem-se:

L, .. 4d >

Up = xl+%[{’(sen91—cos 0 N]

Up=( +€60cos 0)T+LOsenbj (0,3)
(b) A energia cinética do sistema é:

1 S5 2 52
T=§(M||VB|| +m||Tp [|°)

1 . . .
T =E(M5c2 +m(x2 4+ 2¢ %60 cos 6 + £% 6% cos? O + £% 0% sen?0)
T=%(M+m)5cz+m{’5c9'cos 9+%m{’292 (0,5)

A energia potencial possui parcelas relativas ao elemento elastico e ao campo gravitacional:
Para o elemento elastico, a deformacdo é dada diretamente pela coordenada x. Assim:

Vo = 5 hex? (0,2)

A energia potencial correspondente ao campo gravitacional, no sistema de coordenadas adotado (referéncia acima da
posicdo da esfera) é:

V, = —mg € cos 0 (0,5)

1
SV =V 4V, =§kx2—mg{’cos 0

(c) A funcdo dissipacdo de Rayleigh é dada por:
R=3ci? (0,3)
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d) Equacdes de movimento pelo método de Lagrange:
L =T —V (funcdo Lagrangeana)

1 . 1 . 1
L=§(M +m)x% +m £ x0cos 9+§m{’2 92—(Ekx2—mg{’cos )
—>L=%(M+m)5cz+mffc9'cos 9+%m€2 92—%kx2+mg€cos 0 (0,5)

As equacgdes de Lagrange sdo obtidas a partir de

d (0L oL N OR _ 0 _
dat\oq;) " oq; " oq VT
Para a coordenada x:

daL .
(£>=(M+m)5c+m{’9cose
d<aL)—(M+ ¥ +m£(6 cos 6 — 62 6
7t\az) = m)X + m £(6 cos sen )
oL _
ox
R _
a-x'._ .. .

o M+m)i+me(Bcos —0%senf) +kx+cx=0 (0,5)

—kx

cx

Para a coordenada 6:

oL _ .

(—) =méxcos 8 +m#?0

a0

d 7oL ) g )
<£) = ml (¥ cos 6 — %0 sen 0) + m£?6

— =-ml x0sen 0 —mg £ sen 0

- mé(¥cos — x0 sen 8) + m£?6 + me x0 sen @ + mg £ sen § = 0
~meicosf +mb?6 +mgLsend =0 (0,5)



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
Departamento de Engenharia Mecéanica

22 Questao (3,0 pontos). A barra ABC é vinculada por
meio de articulagGes as luvas A e B, que podem deslizar
sem atrito sobre os eixos horizontal e vertical,
respectivamente. Entre a luva A e o anteparo existe uma
mola de constante elastica k que envolve o eixo
horizontal. Em C um corpo de massa m é suspenso por
um cabo ideal. Sabe-se que, quando 8 = 0, a mola ndo
esta deformada. Considerando que o sistema esteja em
equilibrio na posigdo mostrada e desprezando quaisquer
atritos obtenha, utilizando o Principio dos Trabalhos
Virtuais, a equag¢do que deve ser satisfeita nessa
condi¢do em fungao dos parametros dados. Considere despreziveis as massas das luvas e da barra ABC.

Solugdo:

As forcas que realizam trabalhos virtuais em deslocamentos compativeis com os vinculos em A e em B sdo o pesso do
corpo suspenso em C e a forca que a mola exerce sobre a luva A. O sistema possui apenas um grau de liberdade, dado
pela coordenada 6. Nas condigdes acima, o trabalho virtual de todas as forgas ativas em deslocamentos virtuais
compativeis com esses vinculos, para o sistema em equilibrio, é nulo. Assim, como a mola ndo esta deformada quando
a barra ABC estd em posigao horizontal tem-se:

(a) deslocamentos virtuais:

7y =2(1 —cosB)l= 67y = £senH 561 (0,5) (0,5)

7o =201 —cosO)i—2¢senfj = 67, = 2f(sen 61— cos b j)56 (0,5)

(b) forgas ativas:

1 =—k?y=—k£(1 —cosO)T (0,5)
=-mgJ (0,5)

oL T

(c) aplicagdo do Principio dos Trabalhos Virtuais:

0T +01p =0

F.6%,+P.6%. =0 (0,5)
—k€(1—cosO)i.(£senB 607) + (—mg)).20(sen 8T —cosO )66 =0
[—k£?(1 — cos B)sen 8 + 2mg¥ cos 6]66 = 0

o —kt?(1 — cosB)sen 6 + 2mgf cosf = 0 (0,5)
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32 Questdo (3,5 pontos)

Na figura ao lado, a haste delgada OAG, de massa
desprezivel, estd ligada em O ao eixo de um motor
M. Um disco homogéneo, de raio r e massa m,
estd acoplado a extremidade G por meio de um
mancal, podendo assim girar livremente em
relacdo a haste OAG. O disco gira com velocidade
angular de médulo |@,| = const, em torno do
eixo Ox, enquanto a haste gira em torno do eixo
fixo OZ, inclinado de 45° em relagdo a horizontal
com velocidade angular de mddulo |W,| =
AQ cos(Qt), com A ,Q constantes. O sistema de
referéncia Axyz é soliddrio a haste OAG. Utilizando

abase 1,7, k, pede-se:

(a) determinar o vetor rotagdo absoluta do disco;

(b) determinar a matriz de inércia do disco no pdlo G expressa no referencial Axyz solidario a haste OAG ;

(c) determinar o momento da quantidade de movimento (quantidade de movimento angular) do disco no pdlo G
expresso no referencial Axyz soliddrio a haste OAG;

(d) aplicando o Teorema da Quantidade de Movimento Angular ao disco, no pdlo G, determinar o binario giroscépico
ativo a ele aplicado.

Solugdo:
(a) O vetor rotagao absoluta do disco é:
S, o R V2, V2. V2 V2oL
Lembrando que |Iw2|| = AQ cos(Qt) resulta
— [ V2 -, V2 7
o= |w + 7AQ cos(Qt)] i+ 7AQ cos(Qt) k (0,5)

(b) A matriz de inércia do disgo, no pdlo G, expressa no sistema de eixos Gxyz é:

2
’”,: 0 o0
2
[]]nyz =10 = 0 (0'5)
2
mr
lo o 4]

(c) o momento da quantidade de movimento do disco no pdlo G, expresso no referencial Axyz ligado a haste é:

mr?
[— 0 0 ] V2
2 w; + —AQ cos(Qt)
. mr? | 2
Hg = UG]Axyz [w] = | 0 T 0 || 0 |
mr? | \/EAQ at |
[ 0 0 — | 5 ARcos(@t) |
Desenvolvendo a expressao acima resulta:
- 2 . r2 -
H; = mT(a)l +\/2—7AQ cos(Qt)) i+ ﬁrg AQcos(Qt) k (1,0)
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(d) O Teorama do Momento da Quantidade de Movimento, no pélo G, se expressa como:
— = d = — — . —
MG = HGlOXYZ = EHGleyZ + Warr AHG = []G]Axyz [w] + Wy A {UG]AxyZ [w]},

N N ; L
em que Hg|oxyz € 0 bindrio giroscopico ativo, resultante do sistema de vetores m;d; de todas as particulas materiais
m; que constituem o disco. Desenvolvendo a expressdao acima, obtém-se:

mr
2 0 0 [—gAQZ sen (Qt)] ,

— 2 -
Mg=|0 "= o0 0 +2 40 cos(t) (T + ) A {7 [w; + L A0 cos(r) |}

lo o _r2J l—gAQZ sen (Qt)
MG =

2 2 — 2
- @AQZ sen(Qt)i — ﬁ%AQZ sen(Qt)k — mgr AQ? cos(Qt) ] + gmrzAQ cos(Qt) [a)1 + gAQ cos(ﬂt)] i
- 2 2 2 N
M, = _ﬁ% AQ? sen(Qt)i + - AQ cos(Qt) [AQ cos(Qt) + 2VZ ;] — ﬁ’;” AQ? sen(Qt)k (1,5)



