ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
Departamento de Engenharia Mecanica

Mecanica I1 — PME 3200 - Prova Substitutiva — 13/07/2017

Tempo de prova: 100 minutos (ndo é permitido o uso de dispositivos eletronicos)

1° Questao (3,5 pontos)

O disco de raio R e massa 4m se movimenta no plano da figura em torno
da articulagdo O. A barra AB de comprimento R e massa desprezivel
aciona o cilindro 4 de massa 2m guiado na vertical sem atrito. O cilindro
¢ sustentado por uma mola de rigidez k. A mola ndo produz forca
quando 8 =0. Um bloco D de massa m ¢ sustentado por um fio ideal
(inextensivel e sem massa) enrolado na periferia do disco, tangenciando

no ponto em C. Uma forca F (f)=F(t)j ¢é aplicada em 4 tal que

|9| < /4. Utilizando € como coordenada generalizada, determine:

(a) A energia cinética do sistema;

(b) A energia potencial do sistema e fungdo dissipativa de Rayleigh;

(c) A forga generalizada Qy;

(d) A equagao diferencial de movimento usando o método de Lagrange;
(e) A equagdo linearizada do sistema.

2° Questao (3,0 pontos) No sistema ilustrado na figura ao lado, uma barra homogénea AB, de
comprimento 2L. ¢ massa M, ¢ articulada em A e mantida suspensa € em repouso na posicao
horizontal por meio de uma mola linear ideal, de
constante elastica k, fixa no ponto C. Em um dado J L
instante, uma esfera de dimensdes despreziveis e T_' S
massa m, choca-se com a barra na posicdo de seu i
baricentro G, com velocidade v, = -/ . Desprezando
os efeitos de atrito e admitindo que o coeficiente de
restituicdo associado ao choque entre a esfera e a L\ G B:
barra seja e (0 < e <1), determinar: el SLLL I | . L '
(a) o diagrama dos impulsos sobre a barra e sobre a '

esfera;

(b) a velocidade da esfera (v,) e a velocidade angular da barra (@') para o instante
imediatamente apos o choque;

(c) as reacOes impulsivas na articulagdo A;

(d) a aceleracdo angular da barra ( cf)') para o instante imediatamente ap6s o choque,
considerando e > 0.
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3° Questao (3,5 pontos)

O disco de centro em G gira com velocidade

angular @ = @ j constante sobre a estrutura rigida indicador

GABD de massa desprezivel. A estrutura estd
articulada em A4 e apoiada em B e também pode

girar com velocidade angular 6 =7 em torno do

eixo x. Os apoios em A4 e B estdo fixados na base
que pode se movimentar com velocidade angular

$ em torno do eixo vertical fixo K, conforme
mostrado na figura. A mola ideal de rigidez & ,
estd fixada paralela a base entre os pontos C e D a
uma distancia b da linha horizontal passando por
B. A mola de massa desprezivel tém deformacéao
nula na posicdo #=0 incluindo o momento

devido ao peso do disco quando o brago BD estd na vertical e ¢=0. Considerando um

movimento de arraste da base apenas em torno do seu eixo vertical ¢ =¢ K , a posi¢do angular

@ da estrutura se alterada, permitindo a identificagdo da velocidade angular ¢ no indicador

angular £. Sabendo-se que a matriz de inércia do disco ¢ diagonal com momentos centrais 7, J, [
e utilizando o sistema de coordenadas movel Gxyz solidaria a estrutura GABD, pede-se:

a) Determinar a velocidade angular absoluta do disco;
b) Deduzir as equagdes diferenciais do movimento angular do disco utilizando o Teorema da
Quantidade do Movimento Angular (TOMA);

¢) Obter a relagdo entre a velocidade angular ¢ da base ¢ o 4ngulo €, admitindo pequena

variagdo de €; w >> ¢ e desprezando o termo em 6 .
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Resolucio da 1° Questao (3,5 pontos)

O disco de raio R e massa 4m se movimenta no plano da figura em torno
da articulagdo O. A barra AB de comprimento R e massa desprezivel
aciona o cilindro 4 de massa 2m guiado na vertical sem atrito. O cilindro
¢ sustentado por uma mola de rigidez k. A mola ndo produz forca
quando 8 =0. Um bloco D de massa m ¢ sustentado por um fio ideal
(inextensivel e sem massa) enrolado na periferia do disco, tangenciando

no ponto em C. Uma forca F(f)=F(t)] ¢ aplicada em A tal que

|9| < /4. Utilizando € como coordenada generalizada, determine:

a) A energia cinética do sistema;

T=T,+T,+T, =lmAyf1 +lJOZ<92 +lmDy‘;

2 2" 2 , onde
g = 4mR* o p2 o (y,—0)=2Rcosf _, j,=-2Rsenff . Jp=3c=-RO
T =m-4R*sen’ 06° + mR*6” +%mR26’2 ou [T= %(4mR2 sen’ ¢9+3mR2)92 (1,0
b) A energia potencial do sistema e fungao dissipativa de Rayleigh;
V=v,+V,+V . — V,=2mg-2Rcos@ ; V,=-mg-RO ; V . :%kyj =2kR* cos® 6
V =4mgRcos@—mg - RO+ 2kR* cos® 6 (0,5)
R=0]

¢) Forca generalizada: SW = F - o, —> o,=—2Rsen060 — W =F(t)-(-2Rcosb0)
oW=0-q=0,-00=-F(t)2Rsen0060 — |0,=-2F(f)Rsenf (0,5)

L=T-V :%(4mR2 sen’ 0+3mR> )9” — 4mgR cos 0+ mgRO - 2kR* cos’ 0

d) A equacido diferencial de movimento usando o método de Lagrange;
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d[@LJ_@_LJra_R:Qi para ¢, =6

)8 .. . )
[a—j =3mR*0 +4mR* sen” 60 + 8mR* sen O cos 06*

dr\a,) oq, &4

L _ (4mR? sen? 0+ 3mR2 )0 =

00 dt \ 0%,

g—g =8mR*sen O cos 06° + 4mgR sen 0 — mgR + 4kR* sen 0 cos O

(3mR2 +4mR* sen’ H)é +8mR? sen O cos 00* + 4mgR sen @ — mgR + 4kR* sen O cos @ = 2F (t)R sen O

(1,0)

) A Equacio linearizada: a0 +b,0=0, onde
2 2
Agy = 0py(0) = 6_72" =3mR* e by =L,(0)= 0 Z =—4mgR + 4kR*
00|, 007, ,

3mR*0 + (4kR* —4mgR)0 = 0

(0.5)

Resolucdo da 2° Questdo (3,0 pontos) No sistema ilustrado na figura ao lado, uma barra
homogénea AB, de comprimento 2L e massa M, ¢ articulada em A e mantida suspensa e em

repouso na posi¢do horizontal por meio de uma mola
linear ideal, de constante elastica k, fixa no ponto C.
Em um dado instante, uma esfera de dimensdes
despreziveis ¢ massa m, choca-se com a barra na
posicdo de seu baricentro G, com velocidade
v, =—-v/ . Desprezando os efeitos de atrito e
admitindo que o coeficiente de restituicdo associado
ao choque entre a esfera e a barraseja e (0 < e <1),
determinar:

i

(a) Diagrama dos impulsos sobre a barra e sobre a esfera:

. ¥ 9
T G B Eﬁ'

(0,5 ponto)

Observe a inexisténcia de impulso associado a
forga elastica da mola, uma vez que o choque ¢
admitido instantaneo, ndo proporcionando assim
mudanga aparente na posi¢ao original dos corpos
(ndo hé deformacao adicional da mola durante a
ocorréncia do choque).
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(b) Velocidade da esfera (EL-) e a velocidade angular da barra (5" ) para o instante
imediatamente apos o choque:

Aplicando o TMI ao sistema (Barra + Esfera) em relacdo ao polo 4 (fixo), tem-se:

_ ~ _ = lut.ﬂ-:j\b_‘ﬁf LV T j\'i.ﬁ_a"i.jr AT, T ja ol

HA —H, =AH, = }'AE‘.‘T = ‘}l Esfera Barra (bl)
I AIEEE — ) mara o gictearma Barra L Ecfara
LY a4 , Para ¢ sisiemna zarra - osigra

AU = (¥ — V) = v'i+v) = (v' + v)j
Relagdes cinematicas: { Av, = (v) — v,) = 0, articulacio fixa (b2)
Aw =(w' —w) = w'k

Substituindo (b2) em (b1), e considerando que (G — 4) = Lie I, = %, tem-se:

r . . ~ . 4aMI1Z 7 = 1. § R _
LInLUJ -I-uj-I-Tle{:l_l = miv+tv)+—w =0 (b3)

A relagio complementar entre v’ e @’ é obtida através da aplicagdo da defini¢do do coeficiente de
restituicdo (modelo de Poisson) para o ponto de choque (ponto G):

(vg — vg) -n = —e(v; —vz) 1, onde n é o vetor unitario paralelo a linha de impacto

Utilizando as relagdes cinematicas (b2) e observando que n = 1 obtém-se a seguinte relaciio entre v’ e

w'

[(waﬁ_ [:Uf)ﬂ'-Jr= —E[—[:—Uﬂ]'} = (w'l—v' +ev)=0 (b4)

Finalmente, a partir das equagdes (b3) e (b4) é possivel determinar «' e ¥’, como segue:

s [_3_1”] k (1,0ponto)  wp=vi= [(“‘""‘3’“) u]} (0,5 ponto)  (bS)

(4M+3m)L 4M+3m

(c) Reagdes impulsivas na articulagdo A:

Aplicando o TRI ao sistema (Barra + Esfera), tem-se:

= g Py = axt &QA - I% + M
Q,—Q,=AQ,=R = Esfera Barra (Cl)

Observe que, para o sistema (Barra + Esfera), o impulso I ilustrado nos diagramas do item (a) constitui
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ns.rt

um esfor¢o interno ao sistema, ndo influenciando, portanto, na determinacgao de &
Considerando as relagdes cinematicas definidas no item (b), a equagdo (cl) pode ser reescrita, como

segue:
(ML)j=%,] = ¥ =m{ +v)+(MLa") (c2)
Finalmente, substituindo (b4) em (c2), obtém-se a expressao da reagdo impulsiva na articulagao 4:

o _ Mmviite)
¥o= 4M +3m (c3) (1,0 ponto)

(d) a aceleracgiio angular da barra (@') para o instante imediatamente apés o choque,
considerando e = 0.

Considere o diagrama de corpo livre ao lado ilustrando Y
as forcas atuantes na barra no instante imediatamente el
apds o choque. Observe, neste caso, a presenga da forca 4 |
peso ¢ da forca elastica, cujo efeitos ndo foram B
considerados anteriormente nas analises de choque, | v Mg

uma vez que os impulsos relacionados a esses esforcos

sdo despreziveis.

~r

Aplicando o TOMA a Barra considerando o pélo A (fixo), a dindmica posterior a colisdo resulta em:
*d : 5 S
M(G—A)Aa, + [f]f1 V=M = (], )k=(-MgL+F,2L)k

Admitindo a hipdtese de instantaneidade do choque, a mola ndo ¢ sujeita a nenhuma deformagao
adicional no instante imediatamente apos o impacto. Dessa forma, a magnltude de F,; permanece
inalterada em relag@o ao instante imediatamente anterior ao choque, cujo valor corresponde a forca

L 11 c o~ . . __ Mg
necessario para manter a barra em equilibrio na posi¢do horizontal, ou seja, F,; = —. Dessa forma,

substituindo essa relagio na equagdo acima, conclui-se que w' = 0. (0,5 ponto)
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Resolucio da 3° Questao (3,5 pontos)

O disco de centro em G gira com velocidade

angular @ = @ j constante sobre a estrutura rigida indicador

GABD de massa desprezivel. A estrutura estd
articulada em A4 e apoiada em B e também pode

girar com velocidade angular 6 =7 em torno do

eixo x. Os apoios em A4 e B estdo fixados na base
que pode se movimentar com velocidade angular

$ em torno do eixo vertical fixo K, conforme
mostrado na figura. A mola ideal de rigidez & ,
estd fixada paralela a base entre os pontos C e D a
uma distancia b da linha horizontal passando por X
B. A mola de massa desprezivel tém deformacéao
nula na posicdo #=0 incluindo o momento

devido ao peso do disco quando o brago BD estd na vertical e ¢=0. Considerando um

movimento de arraste da base apenas em torno do seu eixo vertical ¢ =¢ K , a posi¢do angular

@ da estrutura se alterada, permitindo a identificagdo da velocidade angular ¢ no indicador

angular £. Sabendo-se que a matriz de inércia do disco ¢ diagonal com momentos centrais 7, J, [
e utilizando o sistema de coordenadas movel Gxyz solidaria a estrutura GABD, pede-se:

a) Determinar a velocidade angular absoluta do disco.

Qubs =,

rel

+o,, = (9? +o )+ ¢IZ considerando o referencial mével G/ j k e apenas o

movimento angular constante da base no plano horizontal, ou seja 5 = ¢I€ e
K :cosﬁl;+sen6?f :

Q. =07 +(w+dsend) j +pcosOk (1,0 pontos)

b) Deduzir as equacdes diferenciais do movimento angular do rotor utilizando o Teorema da
Quantidade do Movimento Angular. Aplicando o TOMA no centro de massa G do disco:
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J. 0 0 0

0 J, 0 w+dgsend | |+@, ~H,=M,
0 0 J, dcosd

Considerando a velocidade angular de arrastamento ¢K = é(cos Ok +sen 07), a variagio
temporal dos versores do referencial movel sao:

zé=a3ar,Az7=¢5(c0s91€+sen0])/\f=cost9¢f]’—sent9¢fl€ ;

j’ =@, ANj=—cosOi e k= @, N k=sen@¢pi resultando em:

J, 0+(J,—J,)senfcosOp’ —J cosOpw=M,

Jy%(a)+¢5sen0)+chos0¢59=My (1,0 pontos)

Jz%(écosﬁ)—Jx senf¢pO =M.

Para massa desprezivel da estrutura as reagdes dos mancais 4 ¢ B produzem momento nas
diregdes j e k£ e o momento da mola na dire¢do i , considerada paralela a base e tem magnitude
M _=—kb*sen

X

(0,5 pontos)
E torno de pequeno angulo &, a primeira equagdo resulta em:

J 0+(J.—J )09 —J dw=—kb’0O (0,5 pontos)

c) Obter a relagio entre a velocidade angular ¢ da base e o angulo @, admitindo pequena
variagio de @ ; w>>¢ e desprezando o termo em 6. Para aceleragio angular do disco

desprezivel (6 ~0), o segundo termo da equagdo acima também ¢é desprezivel, resultando na
relagdo de sensibilidade:

J

o .
0= kybz @ (0,5 pontos)
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